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L désigne le langage classique du premier ordre avec égalité, une seule sorte
de variable, et dont le seul symbole non logique est €. Rappelons que les
formules stratifies sont les formules de [ obtenues en enlevant tous les
types dans les formules de la théorie simple des types, la formule étant
qualifiée de n-stratifiée si les types enlevés se trouvent parmi les entiers
0, 1, ..., n-1. On donne ici une caractérisation algébrique du fait que deux
structures pour le langage L satisfont les mémes sentences stratifiées ou
seulement n-stratifiées.

k représente toujours et indifféremment soit 1'ensemble Z des entiers posi-
tifs, négatifs ou nuls, soit 1'ensemble w des entiers positifs ou nuls, soit
un entier supérieur ou égal 3 2; il est convenu que "Z-stratifié" et "w-stra-
tifié" sont synonymes de ''stratifié". Au paragraphe 2, on introduit les
k-automorphismes d'une structure (pour le langage L) A; les automorphismes
de A et les permutations de 1'univers de A existant a 1'intérieur de A, sup-
pesé €tre alors un modéle de NF, sont des exemples de w-automorphismes de A.
Etant donné un k-automorphisme f de A, on modifie 1'interprétation donnée a
& comme Scott et Henson 1'ont déj3 fait pour les exemples mentionnds ci-
dessus : X est Elément de Y dans la structure modifiée, notée Af, si et seu-
lement si X est &lément de f(Y) dans la structure initiale A.

Au paragraphe 3, notre caractérisation s'énonce alors : deux structures sa-
tisfont les mémes sentences k-stratifiées si et seulement si la premiére a

une ultrapuissance M munie d'un k-automorphisme f telle que Mf soit isomorphe




3 1'ultrapuissance, modulo le méme ultrafiltre, de la seconde. Ceci rappelle
le Théoréme d'isomorphisme de Keisler-Shelah donnant une caractérisation algé-
brique du fait que deux structures sont élémentairement équivalentes; ce
théoréme joue d'ailleurs un r8le essentiel dans la démonstration de la propo-
sition énoncée ci-dessus.

Enfin, au paragraphe 4, on s'intéresse plus particuliérement aux k-automor-
phismes des modéles de NF.

1. Notations.

Rappelons que k désigne soit Z, soit w, soit un entier supérieur ou égal a 2,
dans les deux premiers cas T et T' désignent tous deux 1'ensemble k, dans le
troisiéme cas T est 1l'ensemble {i € w : i <k} et T' est 1'ensemble

{i€w :1i<k-1}.

Le langage L) est le langage de la théorie des types a4 k sortes d'objets, T
étant la collection des types de L. Dans Ly, on dispose pour chaque i dans
T d'une sorte de variable xl, yl, z! ... et pour chaque i dans T' d'un Symbole
€;; les formules de L sont obtenues en utilisant les signes logiques habi-
tuels au départ des formules atomiques de la forme

xt =yt o e i
i variant dans T et j dans T'. Une structure pour le langage Lk est par
conséquent de la forme

< Ai 17, R.j TJET >,

Rj étant une partie de Aj X Aj+1 . Une formule ¢y de L est donc k-stratifiée
si et seulement s'il existe une formule ¥ de Lk tel que v soit obtenue en
enlevant tous les indices de type dans ¥, €tant entendu que des variables dif-
ferentes de Ly sont remplac€es par des variables différentes de L; 1'assigna-
tion qui a chaque variable de ¢ associe le type de la variable correspondante
de ¥ est appelée une k-stratification de ¢,
Si i est un entier supérieur ou égal 3 2, rappelons que NFi est la théorie
de langage L dont les axiomes non logiques sont les axiomes non logiques

i-stratifiés de NF.



2. k-automorphismes.

Soit A =<A,R> ume structure pour le langage L. Un k-automorphisme f de A
est une permutation de A pour laquelle il existe une famille <ifi rieT >
de permutations de A telles que :

- fo coincide avec f,

- aRb soit équivalent a fi(a)Iifi+1(b) quels que soient a,b dans A et i,i+]
dans T'.

Cette définition rappelle celle d'un isomorphisme glissant d'une structure
pour le langage Lw (Specker [ 131 ), en fait un w-automorphisme de A n'est
rien d'autre qu'un isomorphisme glissant de la structure<Ai H w,Ri 1€ w>

ou les Ai coincident tous avec A et les Ri avec R.

Exemples.

Tout automorphisme de A est un w-automorphisme et méme un Z-automorphisme de
A. Un autre exemple de w-automorphisme nous est dommé par les permutations
de 1'univers d'un modéle de NF existant 3 1'intérieur de ce mod&le; supposons
que A soit un modéle de NF et qu'il existe un élément p de A tel que, dans A,
p soit une permutation de l'univers V (V est défini comme étant 1'ensemble
{x : x =x}). Placons-nous 3 l'intérieur de A et raisonnons dans NF : nous
définissons, de proche en proche et pour chaque i dans w, une fonction p; en
posant

Py, = P»

Pi+1 ° {(<x,y>:y-= {Pi(Z) Pz € x}l,
des lors, les Py sont des permutations de V et

(V) xey < p;(x) €p ).
Par conséquent, la fonction p, regardée de 1l'extérieur de A, nous donne un
w-automorphisme de A. Comme on le constate plus loin, cet w-automorphisme
n'est pas en général un Z-automorphisme. Les deux exemples que nous venons
de donner, ont permis d'obtenir de nombreux résultats de consistance relative
concernant NF. La méthode utilisant un automorphisme est due a Henson, elle
a permis d'obtenir des résultats de consistance relative & propos des ensem-

bles finis de NF (Henson [ 7] ) et ensuite des nombres cardinaux de NF
(Pétry [11]1 ). La méthode utilisant une permutation de 1l'univers a &té uti-
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lisée pour la premiére fois par Scott ([12] ) et par la suite par
Boffa ([1] ), Henson ([8]1 ), Hinnion ( {9] ) et Pétry ([10]). Ces deux
méthodes consistent toutes deux & modifier 1'interprétation donnée a € comme

on va le faire maintenant pour un k-automorphisme quelconque.

Supposons que f soit un k-automorphisme de A. On définit la relation Rf sur A
par :

aRf £ aRfm (pour tout a,b dans A) ;

f £

la structure A modifiée par f est la structure < A,R™ > et est notée A™.
Soit < £, : i € T' > la famille de permutations de A satisfaisant la défini-
tion du k-automorphisme f. De proche en proche, on définit la fonction f(i)

pour chaque i dans T de telle sorte que :

- f(o) soit la fonction identité restreinte a A,

- f(i+1) = fi . f(i) si i,i+1 sont 2 0 et dans T,
- —_—
- f(i—1) = fi_1 . f(i) si i,i-1 sont < O et dans T.
Les f(i) sont des permutations de A et, pour tout i dans T', on a
faey 7 5

Proposition.
Soient ¢(x1,...,xn) une formule k-stratifiée, Tyseeenty les types respectifs

de XqseeerXy dans une k-stratification de w(x1,...,xn), et aq,...,a, des
éléments de A. Alors

f
AT E w[a1,...,an]
si et seulement si

A }: KP[ f(t‘l)(al),.“’f(tn)(an) ]'
En particulier A et Af satisfont les mémes sentences k-stratifiées.

Démonstration.

Si i et i+l sont dans T', on sait :

(*) aRb = fi(a) R fi+1(b) (a,b dans A),
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d'oll également

-1 -1
{3k ) aRb = fi (a) R fi+1(b) (a,b dans A).
Soient a,b fixés dans A. Il vient :
£
R-b=f R f b
a (O)(a) (1)( ) ’

£
aR b= fof(o)(a) Rf1f(1)(b) s
c'est-d-dire
f .
aR b= f(T)(a) R f(z)(b) ;

en appliquant de la sorte successivement (%), on obtient pour chaque 1 = 0
et dans T'

£
a R b= £5y(a) R £y qy0)

Cette relation est encore vérifiée pour i < 0 et dans T', en effet

aRf b £1(a) Rb vu ),

c'est-a-dire
f <=
aR b f(_1)(a) R f(o)(b) s

et ainsi de suite en utilisant successivement (**).
La proposition est donc vérifiée pour la formule atomique "X & y'", elle
1'est aussi pour "x = y', on conclut dés lors en procédant par induction

sur la longueur de ¢ (Xy,...,x ). O

Corollaire.
Soit ¢(x) une formule stratifiée ayant une seule variable libre. S'il
existe un et un seul élément de A satisfaisant ¢(x) dans A, cet élément est

un point fixe de tout Z-automorphisme de A.

Démonstration.

On peut trouver une Z-stratification de ¢(x) accordant 3 "x'" le type 0 et

donc aussi une autre accordant le type 1. Par conséquent, quel que soit
le Z-automorphisme £, AFE v [a]l et AF v [f(a)] sont tous deux équiva-

lents a Af Ey[a] et donc équivalents entre eux. O
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Par exemple 1'univers V, 1l'ensemble vide A sont des points fixes de tout
Z-automorphisme d'un modele de NFZ' Le corollaire nous montre aussi qu'en
général une permutation de 1'univers existant a 1'intérieur d'un modele de

NF n'est pas un Z-automorphisme mais est seulement un w-automorphisme.

Désignons par Ext 1'axiome d'extensionnalité

(V) (Vz) z€x—oz€y) > x=y),

et par Singl la sentence

(VXY@ (V2)(z €y z = x)

exprimant que le singleton de tout ensemble x (noté {x}) existe. Soit f une
permutation de A. D'une part,si Af Ext, il existe au plus une seule per-
mutation g de A telle que, pour tout a,b dans A,

aRb= f(a) R g(b).

D'autre part, si A F Singl, il existe au plus une seule permutation h de A

telle que, pour tout a,b dans A,
a Rb = h(a) R £(b),

en effet, si h est une telle permutation et si A F ¢ = {d}, alors
AF f(c) = {h(d)} , 1'unicité découle d&s lors de Singl. On en déduit :

Remarque.
Si les sentences Ext et Singl sont satisfaites dans A, la famille <fi tiEeT >

intervenant dans la définition d'un k-automorphisme f est univoquement déter-

minée par f.

3. Théoréme.

Deux structures A, B pour le langage L satisfont les mémes sentences k-stra-
tifiées si et seulement si il existe un ultrafiltre D et un k-automorphisme
f de 1'ultrapuissance HDA tels que l'ultrapuissance HDB soit isomorphe a
()
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Démonstration.
La condition suffisante découle de la Propositicn. Soient A et B satisfai-
sant les mémes sentences k-stratifiées. Quelle que soit la structure
Y = <M,E > pour le langage [, notons W 1a structure < Mi i€ T,Ej tjJET >
ol les Mi’ Ej coincident tous respectivement avec M,E. Dés lors A* et B*
sont deux structures élémentairement équivalentes (pour le langage Lk). Le
Théoréme d'isomorphisme de Keisler-Shelah ( [4 1, 6.1.15) selon lequel deux
structures sont élémentairement équivalentes si et seulement si elles ont des
ultrapuissances (modulo le méme ultrafiltre) isomorphes, est aussi vérifié
pour le langage a plusieurs sortes d'objets L. 11 existe donc un ultrafil-
tre D tel que les ultrapuissances HD(A ) et HD(B ) soient isomorphes, soit
<1F : i € T> 1'isomorphisme de I (A ) sur HD(B ). Les ultrapu1ssances
(A ) et HD(B ) coincident respectlvement avec (FDA) et (H B) Notons
C = < C,P > 1'ultrapuissance HDA et D =<G,Q> 1'ultrapuissance HDB.

Soient a,b des éléments quelconques de C. Pour tout 1 dans 7', on a :

M aPbeF (a) QF () .

Considérons la famille < f; : i € 7' > définies par :
_ -1

2) £ =F, . F

Les fi sont des permutations de C et, si i et i+l sont dans T', il découle
de (1)

aPb=f(a)?P fi+1(b)
EO est donc un k-automorphisme de C. De plus, vu (1),
f
P2 b F (a) QFf (),
c'est-a-dire, vu (2),
Pf°b<=>F(a)QF ) ;
o] o ’

FO est donc un isomorphisme de C ®surp. O

4. k-automorphismes des modeéles de NF.

Dans ce paragraphe, on suppose NF consistant et A désigne un modéle quel-
conque de NF.
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S5i f est 4~-automorphisme de A, Af est aussi un modéle de NF. En effet A et
uf satisfont alors les mémes sentences 4-stratifiées et on sait que NF = NE,
(Gri%in [ 6] ). Celd n'est pas vrai pour un 3-automorphisme quelconque.

En effet, il n'existe pas de théorie 3-stratifiée consistante impliquant NF
(Boffa [ 2] ), donc on peut trouver B satisfaisant les mémes sentences
3-stratifiées que A et n'é€tant pas un modéle de NF; en appliquant alors le
Théoréme, on obtient une ultrapuissance de A, soit C, qui est bien entendu
wn modéle de NF et qui posséde un 3-automorphisme g tel que C& ne soit pas

un modéle de NF.

Si Al désigne une version 3-stratifiée de 1'axiome de 1'infini (par exemple
1'axiome C1 de [5]), la théorie NF3 + 71AI est consistante, celd résulte de
ce que les théorémes 3-stratifiés de NP3 coincident avec les théorémes de
TT;’(Boffa-Crabbé [3]1) mais comme on le remarque dans [3 ], tous les modé-
les de NFZ satisfont les mémes sentences 2-stratifiées. Par conséquent,

en appliquant le Théoréme, nous obtenons une ultrapuissance C de A munie
d'un Z-automorphisme qui n'est pas un 3-automorphisme (les 2-automorphismes
d'une structure coincident simplement avec les permutations de 1'univers de

cette structure).

En considérant les permutations de 1'univers V de A existant 3 1'intérieur
de A, on a déja remarqué qu'il existe de nombreux w-automorphismes de A qui
ne sont pas des Z-automorphismes. Pour terminer, montrons que les Z-automor-
phismes sont réellement plus généraux que les automorphismes. Plus précisé-
ment, si nous désignons par S 1'ensemble de toutes les formules stratifiées

satisfaites dans A, il existe des sentences ¢ et ¥ de L telles que :
- S+ et S+ vy solent consistants,

- quels que soient le modéle M de S + ¢ et 1'automorphisme f de M, ¥ ne soit

pas satisfait dans Mlc

{en raison du Théoréme, celd est faux pour les Z-automorphismes). Dans NF
un individu est un ensemble €gal 2 son singleton; soient ¢ la sentence de L
exprimant qu'il n'existe pas d'individu et v la sentence de [ exprimant

qu'il existe un et un seul individu, ¢ et y sont évidemment non stratifiés.
La théorie S + ¢ est consistante (Scott [12 ], Henson [8 1) et la théorie
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S + ¥ est aussi consistante (Pétry [10]), soient M un modéle de S + ¢ et f
un automerphisme de M. f est aussi un automorphisme de Mf; par conséquent,
si a est le seul individu de Mf, a = 1f(a). Or, en raison de la Proposition,
uf F a = {a} est équivalent d M} f(a) = {al}; par suite uf E v impliquerait

MFe.
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