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L désigne 1e langage classique du premier ordre avec égalité, urne seule sorte
de variable, et dont 1e seul symbole non logique est €. Rappelons que les
formules strati-fiées sont 1es formules de L obtenues en enlevant tous les
t)?es dans 1es formules de 1a théorie si:nple des types, la formule étant
qualifiée de n-stratifiée si les types enlevés se trouvent parmi les entiers
0, 1, . . . ,  n-1. Ûn donne ici  ine caractérisation algébrique du fait  que degx
structures poul' 1e langage L satisfont les mêmes sentences stratifiées ou
seulement n-strat i f iées .

k représente toujours et indifférenrnent soit 1'ensemble Z d,es entiers posi-
t i- fs, négati fs ou nuls, soit  1'ensernble o des entiers posit i fs ou nu1s, soit
utr entier supérieur ou éga1 à 2; il est convenu que "Z-stratifi-é" et ',o-stra-

tifié" sont synonymes de "stratifié". Au paragraphe 2, on introdui-t les
k-automorphismes d'r.rne structure (pour le langage t) A; 1es automorphismes
de A et les permutations de I'univers de A exi-stant à f intérieur de A, sup-
posé être alors trn modèle de NF, sont des exemples de o-automorphismes d"e A.
Etant doruré un k-automorphisme f de A, on modifie I'interprétation dopée à
e conrne Scott et Henson 1'ont déjà fait pour 1es exemples menti_onnés ci_-
dessus : X est é1ément c1e Y dans la structure rnodifiée, noté" Af, si et seu-
lement si x est é1ément de f(y) dans 1a structure initiale A.
Au paragraphe 3, notre caractérisation sfénonce alors : deux structures sa-
tisfont les mêmes sentences k-stratifiées si et seulement si la première a
une ultrapuissance Â'f munie d'un k-automorphisme f tel1e que Mf soit i.somorphe



à 1'ultrapuissance, modulo le même ultrafiltre, de la seconde. Ceci rappelle

le Théorème d'isornorphisme de Keisler-Shelah donnant une caractérisation aIgê-

brique du fait que deux structures sont élénentairement équivalentes; ce

théorème joue d'ai-lleurs un rô1e essentiel dans 1a démonstration de la propo-

sition énoncée ci-dessus.

Enfin, au paragraphe 4, on s'intéresse plus particulièrement aux k-automor-

rhismes des modèles de NF.

1.  Notat ions.

Rappelons que k désigne soit Z, soit ur, soit un entier supérieur ou égal à 2,

dans les degx premiers cas T et T' désignent tous deux l'ensemble k, dans 1e

troisième cas f est I 'ensemble { i  € or :  j -  (  k} et T' est I 'ensemble

{ i e r , r :  i ( k - 1 } .

le langage LU est le langage de la théorie des types à k sortes d'objets, Ï

étant la collection des typgs dg Lt: Dans 11, on dispose pour chaque i dans

T d'une sorte de variable xl ,  yt,  , t  . . .  et pour chaque i  dans f '  d'un symbole

.ii 1es fonmrles de LU sont obtenues en utilisant les signes logiques habi-

trrels au départ des formules atomiques de 1a forme

* i  =  y i ,  * j  e .  , j * 1

i variant dans T et j dans Tr

conséquent de la forme

Une structure pour 1e langage LO est par

< A i : i € T ,  * j : j e T ' > ,

R, étant une partie de A, X A;*r Une formule ç de L est donc k-stratj-fiée
I  J  J ' I

si et seulement s'il existe une formule V de Ln te1 que ç soit obtenue en

enlevant tous 1es indices de type dans v, étant entendu que des variables dj-f-

ferentes de Ltr sont remplacées par des variables dif férentes de L; 1'assipgra-

tion qui à chaque variable de ç associe le tlpe de la vari-able correspondante

de v est appelée r,rne k-strat i f icat ion de ,p.

Si i est trn entier supérieur ou égal à 2, rappelons que NFt est 1a théorie

de langage I dont les axiomes non logiques sont 1es axiomes non logiques

i-strat i f iés de NF.



2. k-automorphismes.

Soit A = (A,R) une structure pour le langage L. Un k-automorphisne f de A

est une permutation de A pour laquelle il existe une farnille <fi ,i € Tf >

de permutations de A telles que :

- f coincide avec r

o
- aRb soit

dans Tt .

équivalent à f i(a) Rfi*1 &) quels que soient a,b dans A et i , i+1

Cette définition rappelle cel1e d'un isomorphisnre glissant d'une structure

pour 1e langage L, (specker t131 ), en fait  un o-automorphisme de A nrest

r ien d'autre qurtrn i-somorphisme gl issant de 1a structure(A- :  i  € ur,Rt: i  € o)

où les At coincident tous avec A et 1es Rt avec R.

Exemples.

Tout automorphisme de A est un o-automorphisne et nême un Z-automorphisme de

A. Un autre exemple de rrr-automorphisne nous est donné par les permutations

de I'univers d'un nodèle de NF existant à f intéri-eur de ce modèle; supposons

que A soit un modèle de NF et qu'i-l existe un élérnent p de A te1 que, dans A,

p soit une pernutation de I'univers V (V est défini colTlrne étant l'ensemble

ix: x = x]).  P1açons-nous à f intérieur de A et raisonnons dans NF : nous

définissons, de proche en proche et pour chaque i dans ur, une fonction Pi en

posant

n = ï ' \
H o  Y '

P i * 1  =  { < X , Y  )  :  Y  =  i n 1 [ z )  :  z  €  x i ] ,

dès 1ors, 1es pi sont des permutations de V et

( V * , y ) ( x e  y  ê  n r ( x ) . P i * . t  ( v ) ) .

Par conséquent, 1a fonction p, regard6e de l'extérieur de A, nous donne un

o-automorphi-sme de A. Conrne on 1e constate plus 1oin, cet o-automorphisme

nrest pas en généra1 r-m Z-automorphisme. Les deux exemples que nous venons

de donner, ont permis d'obtenir de nombretx résultats de consistance relative

concernant NF. La méthode utilisant irn automorphisrne est due à Henson, e1le

a permis d'obtenir des résultats de consistance relative à propos des ensem-

bles finis de NF (Henson t 7 1 ) et ensui-te des nombres cardinaux de NF

(Pétry t 111 ) . La méthode utilisant une pennutation de 1'univers a été uti--
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l isée pour 1a première fois par Scott (  l lZ I  )  et par la suite par

B o f f a  (  t 1 l  ) ,  H e n s o n  (  I B I  ) ,  H i n n i o n  I  t 9 ]  )  e t  P ê t r y  (  t 1 0  l ) .  C e s  d e u x

rnéthodes consistent toutes deux à nodifi-er f interprétation donnée à e corrne

on va le faire mainterrant pour tn k-automorphisne quelconque.

Supposons que f soit un lcautomorphisne de A. On définit 1a relation Rf sur A

ftar :

a Rf f .=* a R f (b) (pour tout a,b dans A) ;

la stmcture A modifiée par f est 1a structure < A,Rf > et est notée Af.

Soi.t < f, : i e T' ) la fanille de permutations de A satisfaisant la défini-

tion du k-automorphisme f. De proche en proche, on définit la fonction frr-.,

pour chaque i dans T de te11e sorte que :

- f ,  .  soit  la fonction identi té restreinte à A' ( o )

-  f q i * t )  =  f i  '  f ( t )  s i  i , i +1  son t  )  0  e t  dans  T '

-  f  . .  =  f l 1 .  f  . , . , ,  s i  i , i - 1  son t  <  o  e t  c l ans  r .-  ( i - 1 )  ^ i - 1  
\ r . /

Les f ,.., sont des permutations de A et, pour tout i dans T', on a
( .1J

r - r c' i i + 1 ;  -  ' i  ' ( i )

Proposit ion.

So ien t  r ( x1  , . . . , \ )  une  f o rmu le  k - s t ra t i f i ée ,  t 1  , . . . , t n  l es  t ypes  respec t i f s

de x1 ,. .  .  , \  dans trne k-strat i f icat ion de ,r (x.t  , .  . .  , \)  ,  et a.,  , .  .  .  ,a'  des

éléments de A. Alors

A f  F  ç 1 a 1 , . . . , " r 1

si et seulement si

A  F  e l f r * . . , ( . . , )
( " 1 J  t  \ " n /  r r

En particulier A et Af satisfont 1es mêmes sentences k-stratifiées.

Démonstration.

S i  i  e t  i + l  son t  dans  T ' ,  on  sa i t  :

( * )  a  R b <+ f t (a)  R f i+1 &)  (a ,b  dans A) ,
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d'où également

(** )  a  R b €  r r1  fa l  R f ;11 0)  (a ,b  dans A) .

Soient a,b f ixés dans A. 11 vient :

"  
Rr  b : t (o fu l  R r (1)  (b)  ,

a  R f  b :  f ^ f . ^ . , ( a )  R  f 1 f r 1 r ( b ) ,

c 'es t -à-d i re

a R r b - r 1 1 ; ( a )  R f ( 2 ) 0 )  ;

en appliquant de 1a sorte successivement (*), on obtj-ent pour chaque i ) 0

et dans T' :

a  R f  b :  f ç 1 ,  ( a )  R  f q i * 1 ; & )

Cette relat ion est encore véri f i -ée pour i  < 0 et dans T',  en effet

a R f  b . - f : ]  ( a )  R b  v u  ( * * 1  ,

c 'es t -à-d i - re

a  R f  b  *  r ( - 1y  (a )  R  r1o ;  ( b )  ,

et ainsi de suite en ut i l isant successivement [**) '

La proposition est donc vérifiée pour 1a formule atomique 't1 € /", el1e

l'est aussi pour "x = y", on conclut dès lors en procédant par induction

sur la longueur de ç (x1 , .. . ,5) . r

Coro l la i re .

Soit ç(x) une formule strat i f iée ayant une seule variable l ibre- Sri l

existe r.m et un seul é1ément de A satisfaisant ç(x) dans A, cet élément est

t-rn point fixe de tout Z-autornorphisme de A.

Démonstration.

On peut trouver une Z-stratifi-catj-on de ç (x) accordant à I'xrr le type 0 et

donc aussi trne autre accordant le tlpe 1. Par conséquent, quel que soit

le Z-automorphisne f, A I r t a J et A F ç t f(a) ] sont tous deux équiva-

lents à Af F I t a I et donc équivalents entre eux. tr
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Par exemple l'univers V, l'ensemble vide Â sont des points fj.xes de tout

Z-automorphisme d'un rnodèle de NFr. Le.corollaire nous montre aussi qu'en

généra1 une pernutation de 1'tnivers existant à f intérieur d'un rnodèle de

NF ntest pas trn Z-automorphisrne mais est seulement un ur-autonorphisme.

Désignons par Ext 1'axiome drextensionnalité

( V * , y ) ( ( V z )  ( z  e  x < - - - +  7  €  y )  -  x  =  y ) ,

et par Singl 1a sentence

( V x )  ( 3 Y )  ( V  z ) ( z  e  y  * *  z  -  x )

exprimant que 1e singleton de tout ensemble x (noté {x}) existe. Soit f une

permutation de A. Dl lr ie part,  si  Af Ext, i l  existe au plus une seule per-

mutation g de A te11e que, pour tout a,b dans A,

a R b : f ( a )  R g ( b ) .

D'autre part,  si  A I Sing1, i l  existe au plus wre seule permutation h de A

te11e que, pour tout a,b dans A,

a  R  b  *  h ( a )  R  f ( b ) ,

en effet,  si  h est une te1le permutation et si  A I c = {d}, alors

A F f(c) = {h(d)} ,  l 'unicité découle dès lors de Sing1. On en déduit :

Remarque.

Si 1es sentences Ext et Singl sont satisfaj-tes dans A, la famil le (f ;  :  j -  € Tr)

intervenant dans la définition d'un k-automorphisme f est univoqueme.rt aét"t-

minée par f .

3. Théorène.

Deux structures A, B pour 1e langage L satisfont 1es mênes sentences k-stra-

tifi-ées si et seulement si i1 existe un ultrafiltre D et irn k-automorphisme

f de lrultrapuissance IIDA tels que lrultrapuissance nOB soit isomorphe à

( n r t A ) ' .
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Dénonstration.

La condition suffisarte découle de 1a Propositicn. Soient A et I satisfai-

sant les mênes sentences k-stratifiées. Quelle que soit la structure

j.l = ( M,E ) pour le langage L, notons M* 1a structure ( M' : i € T,Ej : j e I' >

où les Mi, Ej coÎncident tous respectivement avec M,E. Dès lors A* et tr

sont deux structures élémentairement équivatentes (pour le langage L1). Le

héorènre d' isomorphisme de Keisler-Shelah ( [  4 ]  ,  6.1.15) selon lequel der.x

structures sonr élérnentairement équivalentes si et seulernent si e11es ont des

ultrapuissances (modulo le même ultrafiltre) isomorphes, est aussi vêtifté

pour le langage à plusieurs sortes d'objets LU. I1 existe donc un ultrafil-

tre D tel que 1es ultrapuissances nO[R*) et [D(B*) soient isomorphes, soit

( F, :  i  € T > l , isomorphisme de n' in*) sur nO(B*). Les ultrapuissances
' 

- înn-i-, lo-* -o.^o.fo' ,ro*o. t  ^rr i .  '  ' -* ' -  - '* .  Notons-D(Ar) et nO(Br) coincident respectivement avec (nOA). '  et (nUB)

C = (  C,P )  1 'u l t rapu issance nOA et  D = 1G,Q > l 'u l t rapu issance nOB.

Soient a,b des é1érnents quelconques de C. Pour tout i dans Tr, on a :

( 1 )  a P b . - F r ( a )  Q F i * 1  ( b )

Considérons la fani l le < ft  :  i -e T' )  définies par :

(z )  f ,  =  F i *1  |  F i

I-es f, sont des permutations de C et, si- i et i+1 sont darts T', il découle

de  (1 )  :

a P b .- fr(a) P f i+1 (b) ;

fo est donc rln k-automorphisme de C. De plus, lu (1),

u  P fo  b  o  Fo (a )  Q  F l f o [b ) ,

c 'es t -à-d i re ,  r , r r  (2) ,

f
a P o b

F- est donc r.rn isomorPhisme
o

o  F o ( a )  Q  F o ( b )  ;

f
d e C o s u r 0 .  !

4. k-automorphisnes des rnodè1es de NF.

Dans ce paragraphe, on suppose NF consi-stant et A désigne un nodè1e quel-

conque de NF.
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Si f est 4-automorphisme de A, Af est aussi un modèle de NF. En effet A et
Af sati-sfont alors les mêmes sentences 4-stratiflées et on sait que NF = NF4
(GriËin t 6l ). Celà n'est pas 'rrai pour u:r S-automorphisrne quelconque.

En effet, i1 nrexiste pas de théorie S-stratifiée consistante irnpliquant NF
(Boffa t 2 I ), donc on peut trouver B satisfaisant 1es mênes sentences

3-stratifiées que A et n'étant pas rrll rnodèle de NF; en appliquant alors Ie
lhéorène, on obtient une ultrapuissance de Â, soit C, eui e.st bien entendu

uu'r modè1e de NF et qui possède un 3-automorphi-sme g te1 que C g 
ne soit pas

ur modè1e de NF.

Si Ai désigne une version 3-stratifiée de l'axiome de f infini. (par exemple

l 'axiome Cl de t 5 I  ) ,  la théorie NF, + TAI est consistante, ce1à résulte de

ce que 1es théorèmes 3-stratifiés de NF, coîncident avec les théorèmes de
-æ . -
TT. (Boffa-Crabbé t3 l) mais conrne on 1e remarque dans t3 l, tous les modè-

fel ae NF, satisfont les mêmes sentences 2-stratifiées. Par conséquent,

en appliquant 1e Théorème, nous obtenons trne ultrapuissance C c1e A mtrnie

d'irn 2-automorphisne qui n'est pas un 3-automorphisrne (1es Z-automorphismes

drure structure coinci.dent simplement avec 1es permutations de ltunivers de

cette structure).

En considérant 1es. permutations de 1'univers V de A existant à f intérieur

& A, on a déjà remarqué qu'i1 existe de nombreux u.r-automorphi-smes de A qui-

ne sont pas des Z-autonorphismes. Pour terminer, montrons que les Z-automor-

$ti.smes sont réellement plus généraux que 1es automorphismes. Plus précisé-

rent, si nous désignons par S 1'ensemble de toutes les formules stratifiées

satisfaites dans A, i1 existe des sentences I et v de L te11es que :

- $ + ç et S + y soient consistants,

- quels que soient le modèle Â,{ de S + I et lrautomorphisme f de M, v ne soit

pas satisfai,t dans rl{'

(en raison du Théorème, ce1à est far-x pour 1es Z-automorphismes). Dans NF

uu-r individu est un ensemble éga1 à son singleton; soient 9 la sentence de L

exprirnant qu'i1 nfexiste pas d'individu et v la sentence de L exprfunant

qLl'i1 existe un et un seul indiviciu, g et v sont éviderlment non stratifiés.

la  théor ie  S + e  est  cons is tante (Scot t  1121,  Henson t8  l )  e t  la  théor ie
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S + Y est aussi consi-stante (Pétry t10 I ) ,  soient M un modè1e de S + ,p et f

un automorphisme de M. f est aussi un automorphi-sme de Â{r; i)ar corséquent,

si a est 1e seul inci ividu de Mr , à = f(a). Or, en raison de la Proposit ion,
ç ç

t { ' f  a  =  {a }  es t  équ i va len t  à l ' l F  f ( a )  =  {a } ;  pa r  su i t e  r t { ' f  v  i r np l i que ra i t

M  V ç .
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