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O. Soit TT lathéorie des types basée sur 1es axiomes d'extensionalité et de

compréhens ion .  S i  M  = (Mo ,M1  ,M2 , . . . >  es t  t r n  modè1e  de  TT ,  a l o r s  M i1 ' 1

est fenné pour 1es opérations booléennes et comprend 1es singletons des

éléments de Mr, crest-à-dire que N{i+1 est une algèbre de Boole atomique

de parties de Mt

Définition.

LJne a1gèbre de Boole atomique B sera dite saturée lotsque chaque élément

infini de B se décompose en deux parties infinies disjointes appartenant

à B .

La rnéthode du "Va-et-vient" de Cantor donne facilement 1a

Proposit ion 1.

Si 81 , B, sont deux a1gèbres de Boole atomiques infinies dénonbrables sa-

turées et si (pour i = 1, 2) a, est trr élénent infini non cofini de Bi ,

a lors  (B. ,  ,a . , )  :  (Bz,uz) .

11 existe des algèbres de Boole atomiques infinies dénombrables non satu-

rées (par exemple B = {a c o I a est fini ou cofini} ), mais toute algèbre

de Boole atomique infinie dénombrable a r.rne extension élénentaire dénombra-

b 1 e s a t u r é e ( 1 i r n i t e d ' u n e c h a î n e é 1 é r n e n t a i r e B o { e . { . . . <

Bo est l'algèbre de départ et où Bial est trrre extensj-on élénentaire dénorn-

brable de B, dans 1aque11e chaque élénent infini de Bt se décompose en

deux parties infi-nies disjoi-ntes). Par la Prop. 1 (et le théorène de



I

lôwenheim-Sko1em) on voi-t donc que toutes 1es algèbres de Boole atoniques

infinies sont élémentairement équivalentes.

Soit TTk le fragment de T.I l ini té aux k premiers types 0, 1, . . . ,  k-1.

Soit NF (resp. Mt) la théorie obtenue en confondant tous les types dans

TI (resp. mt). On ne sait pas si NF est consistant relativement à tne

théorie des ensenbles plus classi-que (corrnç ZF). Gri5in [ 5 ] a prouvé 1a

consistance de NFa conrne suit : on peut facilement obtenir un modè1e infini

dénonbrable(Mo,M1 ,M2> de TT, dans 1eque1 les algèbres de Boole M., et M,

sont saturées, donc isomorphes; nais un isonorphisme M' - M, induit une

bijecti-on Mo - M1, ce qui permet de confondre les trois niveaux Mo , M1 , M2

en un modè1e de NFr. Plus tard, Griéin [6 ]  a montré que NF = M4.

Drautre part, on peut introduire dans [3 * axiome de f infini AI qui

exprime que lrunivers de tlpe 1 est infini. A partir du fait que dans tout

npdèle (Mo , M1 , MZ > de TT, +AI les a1gèbres de Boole lvl.t et M, sont é1é-

nentairement équivalentes, on peut montrer que NF, +AI est trne extension

conservatrice de flS *AI (voir t 3 I ). Plus récerrnent, Pabion 17 | a montré

que TTS +AI (donc aussi NF, +411 est une extension conservatrice de lrarith-

nÉtique du second ordre PAr. A partir d'un modè1e quelconque N = ( N,0 )

de PA, (où ? c PN) i1 construit  tn rnodèle a Nt, l \  ,NIZ)de TT,+AI tel que

It{o = N, NI., = {X €, I X est borné ou coborné dans N} et dans lequel f in-

terprétation naturelle de 1'arithmétique du second ordre redonne un modèle

isonorphe à N. Dans [ 2l,  on étend cette constmction au cas N1., = B lors-

que B est n'importe que11e algèbre de Boole atomique de parties de N sup-

posée codée dans N (c'est-à-dire de la forme B = {Xn I n e N} où
y  =  Imc  r r . r l rm .3n€  X ]  pou r  r . r n  ce r ta i n  X€  r ) .  De  p1us ,  ce t t e  cons t ruc -' h  t r r r . _ r ' i l a

tion est te1le que si N est dénonrbrable et B saturée (cette dernière condi-

t ion étant drai l leurs toujours véri f iée lorsque N est non standard, cfest-

à-dire lorsque N contient strictement lN ) alors les algèbres de Boole M.,

et M, sont infinies dénombrables et saturées, donc isomorphes. Il en ré-

sulte que pour tout nodèle dénombrable N de PA, i1 existe un modèle de

MS * AI dans lequel 1r interprétation naturelle de 1'arithmétique du second

ordre donne tn nodèle isonorphe à N.



2. Voici une application de 1a Prop. 
'l 

atx modèles de TTO :

Propos i t ion 2 .  (Crabbé t4  l )

Pour tout nodè1e infini NI = ( Nt ,lU1 ,MZ, NIa > de TT4 i1 existe r:ne struc-

ture N -  a  No,  N1,  NZ,  NS )  qu i  nrest  pas un modèle de TTO et  te11e que

{ N o , N 1  , N z  > =  < l l t , I !  , N l ? . )  e t  ( N 1  , N Z , N 3 ) = < [ { 1  , t r 1 2 , N 1 3  > .

Dénonstration.

0n peut supposer lvl infini dénombrable et N{, saturée. Soient ^Z,bZ. \,
qu'on suppose chacrin infini non cofini dans 1'algèbre de Boole lvlr. Par

la Prop. 1 il existe un automorphisme cr de NI, qui envoie a, sur b, .

lrlotons également c la permutation de M., définie par rx1 = l'élément de

u{x.,}. Soit N la structure obtenue en ne modifi-ant dans trI que la relation

drappartenance entre 1es types 0 et 1 conme suit r *o .N xl *' *o 1t o*1 .

Bn notant encore o lridentité sur Mo, on a lrisomorphisme
( N o , N 1  , N 2 >  i  < l r t , l v l 1  , M z >  i  d ' a u t r e  p a r t ,  a N 1  , N Z , N 3 )  c o î n c i d e

avec ( N{1 ,NIZ,NI3 ).  Dans Ir1, choisissons maintenant a, = USC(V1) et

bZ = * ultraf i l t re principal (sur V1). Dans N, a, est un ultraf i l tre

principal qui nrest pas équipotent à son complément, donc N nrest pas un

nodè1e de TTO.

Voici un résultat du même genre pour 1es nodè1es de NF. :

Proposit ion 3,

Soient

M un rnodèle de NF3 ,

r(x1) une forrnule 3-strat i f iée (crest-à-dire strat i f iée avec les types

O,1,2 )  à  une seule  var iab le  l ib re  x . ,  (de type 1) ,

,I,(xZ) une formule 3-stratifiée à une seule variable libre x, (de tlpe 2),

a,b des éléments de N{ supposés infinis non cofinis dans I'algèbre de Boole

de M et tels que M F ç (a) A ,i,O) .

Alors i1 existe un modèle N de l.lF, vérifiant les nêmes énoncés S-stratifiés

que M ainsi que 1 rénoncé (4-stratifié) ( I *) (e (x) A ,1, (x) ) .



Démonstration.

0n peut supposer que lvl est infini dénombrable et que son a1gèbre de Boole

est saturée. 11 existe alors un automorphisme a de cette a1gèbre de Boole

qui envoie a sur b. Soit cro la permutation de I{ définie par oo* = 1'é1é-

rent de a{x}. Dans M, on a :

x  €  y  *  { x }  Çy  *  c { x }  c  c r y  *  { aox }  Ç  oy *aox  €  oy .

Soit N obtenu simplenent en modifiant 1a relation d'appartenance de M com-

ne suit : x €N y * x 
1f 

oy. On a :

N F * € Y +-+ ivl I x 6 *Y * M I o-lx e Y

11 en résulte (par induction sur 0) que pour toute formule 3-stratifiée

o ( x o ,  . . . ,  x . l  ,  x Z ,  . . . )  :

N  F  o ( a o r .  . . , a 1 , . . . , & 2 r . . . )  * - '  1 1  F  a ( * o t â o r . .  . r d 1 r . . . , a à 2 , . . . ) .

kr particulier, N véri-fie 1es mêmes énoncés S-stratifiés que l'{ et de plus

N  F  e ( a )  n  V ( a ) .

Coro l la i re .

Pour tout rnodèle M de NF, i1 existe un nodèle N de NF, qui vérifie les

nêmes énoncés 3-stratifiés que M et tel que N F USC(\') est fini.-

@n effet, il existe un modè1e 111 = NI qui comprend un élénent a infini non

cofj-ni dans l'algèbre de Boole de NLt te1 que I{.t I a est fini).

ht part icul ier, on retrouve 1e fait  déjà connu qu' i l  n'existe pas de sys-

tème d'axiomes 3-stratifiés (consistant) irnpliquant NF [voir t 1 I ).

Autrement dit, aucune extension (consistante) 3-stratifiée de NF, ne démon-

tre 1'énoncé (4-strat i f ié) "USC(V) est inf ini".  Cet énoncé n'est donc pas

dénontrable dans NF. * "V est inf ini".
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