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AVANT-PROPOS

Ce Cahier est essentiellement ma these de doctorat ([7]). Quelques fautes
mineures ont été corrigées. Le principal changement est une amélioration
du résultat principal: KM + « On est ramifiable » est mutuellement in-
terprétable avec la théorie GPK . Dans la version originale j’avais ajouté
un axiome du choix a GPK;: ACpgpr permettant de choisir dans les en-
sembles bien fondés de GPK;FO. Remarquant ensuite que ce n’était pas
nécessaire, cet axiome a été supprimé dans cette édition. La preuve du
fait que GPK Y, interprete KM + « On est ramifiable » a été simplifiée et
n’utilise plus la notion d’arbre binaire comme dans la version originale.

Depuis cette theése, quelques nouveaux résultats ont été prouvés concer-
nant la théorie GPK; qui n’ont pas été inclus dans cet ouvrage. Essen-
tiellement le fait que GPKY est contradictoire avec (toutes les formes de)
'axiome du choix ([9]) et le fait que GPK} sans I'axiome de l'infini est
mutuellement interprétable avec GPKY ([10]). Les résultats concernant
la théorie GPK ont été appliqués a la logique paraconsistante ([4]).

Enfin je tiens a rendre un hommage particulier au Professeur Maurice
Boffa qui fut mon promoteur de these et qui décéda prématurément a la
suite d’une pénible maladie.

Olivier ESSER
Décembre 2003
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Introduction

1. Motivation et présentation de la théorie

La théorie naive des ensembles, celle utilisée par G. Cantor, le pere de la
théorie des ensembles, est basée sur les postulats suivants:

(a) Tout objet est un ensemble et vice-versa.

(b) Toute collection descriptible d’objets forme un ensemble.

Tres tot, on découvrit des paradoxes, comme le fait que '« ensemble » des
ordinaux est un ordinal On satisfaisant On € On ce qui est impossible * !
Néanmoins, on croyait que ces paradoxes provenaient de 1égeres incorrec-
tions dans les définitions utilisées, entre autres la définition d’ordinal.

B. Russell (1902) mit fin & ces espoirs en donnant un paradoxe ne faisant
intervenir que des notions fondamentales de théorie des ensembles: 1’« en-
semble » {z | « ¢ ©} ne peut exister car sinon, en nommant cet ensemble
a, on aurait a € a & a ¢ a. Il fallait donc se rendre a ’évidence, la théorie
des ensembles devait étre fondamentalement changée. Clairement, c’est le
point (b) de la théorie naive qui pose probleme.

1. Paradoxe dit de Burali-Forti, découvert en fait par G. Cantor en 1895.
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La stratégie que ’on inventa pour se débarrasser de ces paradoxes fut celle-
ci: supprimer le point (b) et le remplacer par 'idée suivante: si l’on dispose
d’un ensemble et si 'on effectue des manipulations mathématiques habi-
tuelles sur celui-ci, la nouvelle collection obtenue est un ensemble. Cette
idée a fourni, apres plusieurs essais, la théorie ZF de Zermelo-Fraenkel.
C’est la théorie des ensembles la plus couramment utilisée aujourd’hui.
Dans ZF, on peut voir intuitivement les ensembles comme des collections
qui ne sont pas « trop grosses ». Ce point de vue apparait plus clairement
dans des variantes de ZF, comme la théorie de Godel-Bernays ou 1’on
prouve qu’une « classe » (c’est-a-dire, en gros, une collection définissable
d’ensembles) forme un ensemble si et seulement si elle n’est pas en bijection
avec la classe universelle (c’est-a-dire la classe de tous les ensembles) 2.

L’idée générale de cet essai sera d’étudier une autre théorie, faisant mieux
ressortir ce qui ne va pas dans la théorie naive des ensembles. Cette théorie
sera la théorie du premier ordre GPK™.

L’idée de GPK™ est de dire que le paradoxe de Russell (et les autres
paradoxes de la théorie naive des ensembles) viennent du fait que l'on a
utilisé une négation dans la définition de ce que I'on aurait voulu étre un
ensemble. On postule donc que toute formule positive (sur le langage de
la théorie des ensembles) définit un ensemble. Cette théorie est beaucoup
trop faible pour fournir quoi que ce soit d’intéressant. On élargit donc la
classe des formules positives aux formules positives bornées (on autorise
en plus des quantificateurs du type Vo € y ou 3z € y). On ajoute ensuite
un schéma d’axiomes disant que pour toute « classe d’ensembles » (c’est-
a-dire pour toute collection définissable d’ensembles), on peut trouver un
plus petit ensemble (pour linclusion) qui la contient, cet ensemble étant
appelé la cloture de la classe. Ce dernier point peut étre vu comme une
version affaiblie du point (b) de la théorie naive.

On remarque que la théorie GPK™ est essentiellement non bien fondée.
La formule z = z est positive, ce qui permet de conclure a I’existence de
Pensemble universel V = {z | = «}; évidemment V € V. Une définition
précise de GPK™ sera donnée aux chapitres 1 et 2.

2. Le lecteur pourra trouver un compte-rendu de I’histoire du développement de la
théorie des ensembles, comprenant une bibliographie dans [18].
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2. Ce qui est connu sur GPK™

La théorie GPK™ apparait pour la premiere fois dans [26] et dans [11] (en
fait elle apparait sous une forme plus faible: GPK). Dans ces articles sont
construits des modeles de GPK™, qui sont étudiés en détail. Ces modeles
sont les hyperunivers 2. D’autres articles, dus & M. Forti (en collaboration
avec F. Honsell et M. Lenisa) ont paru sur les hyperunivers ([13], [14], [16],
[15] et [17]). Il convient également de mentionner la theése de R.J. Malitz
([23]) qui étudie des structures fort semblables aux hyperunivers et fait
office de précurseur en ce domaine (en réalité, certaines structures étudiées
par Malitz sont des hyperunivers, mais ceci n’a été prouvé que plus tard;
de plus la notion d’hyperunivers n’était pas dégagée).

Les hyperunivers sont les seuls modeles que ’on connait réellement de
GPK. (D’autres modeles existent mais sont construits directement a partir
de ceux-ci). Donnons, a titre informatif, une définition de ceux-ci.

Rappelons la définition de la topologie de Vietoris (voir [3]). Dans ce qui
suit nous utiliserons les notions de x-topologie, k-compacité d’un espace
k-topologique, etc. Toute ces notions proviennent des notions habituelles,
en remplacant « fini » par « k-fini », c’est-a-dire de cardinalité < x. Un
espace k-topologique est donc un espace topologique ot la classe des fermés
est stable par intersection k-finie.

Définition.
La k-topologie de Vietoris sur I’ensemble P, X des sous-ensembles
fermés d’un espace topologique X est la k-topologie ayant comme sous-
base des ensembles fermés les ensembles suivants: O(a) = Py X NP (a)
et O(a) = {c € PuyX | ¢Na # @} pour chaque ensemble fermé a de X .

Définitions. Une structure (H, €) ot H est un espace k-topologique 0-
dimensionnel et €y est une relation binaire extensionnelle sur H est
un k-hyperunivers ssi?

¢6H3H—>PclH¢¢eH(m):{y€H|y€H33}

3. Le terme « hyperunivers » apparait dans [11].
4. ( ssi» est une abréviation pour « si et seulement si ».
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est un homéomorphisme entre H et sa k-topologie de Vietoris sur
PoH. Etant donné un hyperunivers, son additivité est le plus petit
cardinal k telle que ce soit un k-hyperunivers.

Remarque. Le caractére 0-dimensionnel est automatiquement satisfait
lorsque k > w.

La topologie des hyperunivers jouit de propriétés remarquables; on peut
montrer, par exemple, qu’elle est k-compacte °. De plus, il est également
possible de montrer que si xk désigne ’additivité d’un hyperunivers; alors
K est fortement inaccessible et ramifiable 6.

3. Présentation

Le but de ce travail est d’étudier la théorie GPK™ en tant que telle,
d’étudier quelle théorie des ensembles peut étre menée & bien dans GPK™.
Mis a part les quelques propositions triviales données au chapitre 1, rien
n’avait été fait jusqu’a présent dans ce domaine. Précisons toutefois que
les travaux sur les hyperunivers, les modeles connus de GPK ™, ont été une
source d’inspiration pour 1’étude de cette théorie.

Les chapitres 1 et 2 donnent les axiomes de la théorie ainsi que quelques
propriétés de base de celle-ci. Nous y remarquons notamment que les
modeles de GPK™ satisfont plusieurs axiomes des hyperunivers. On y
voit par exemple que, & l'instar des hyperunivers, les modeles de GPK™ se
comportent comme des espaces topologiques; cependant ce n’est plus une
intersection quelconque de fermés qui donne un fermé (axiome Hj) mais
une intersection définissable de fermés qui donne un fermé.

Le chapitre 3 commence réellement 1’étude de GPK™. Nous y étudions
des propriétés de théorie des ensembles ainsi que des propriétés « topo-
logiques ». On y montre notamment que le schéma de remplacement est
valable pour les ensembles « discrets ».

5. Si P est une propriété d’un espace topologique; k-P est la propriété P ou l'on
a remplacé partout « fini » par « k-fini » c’est-a-dire de cardinalité < k; k-compact
signifie donc que tout recouvrement par des ouverts contient un sous-recouvrement de
cardinalité < k.

6. On inclut w (’ensemble des ordinaux finis) parmi les cardinaux fortement inacces-
sibles et ramifiables.
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Le chapitre 4 se consacre & ’étude des ordinaux dans GPK™. On y montre
qu’ils sont isolés (au sens topologique). On y montre en outre qu’ils ont
des propriétés fort semblables aux ordinaux de ZF. Ce point de vue sera
éclairci plus tard: nous verrons au chapitre 6 qu’ils sont réellement ceux
de ZF.

Au chapitre 5, on définit la notion d’ensembles bien fondés. On montre
que ceux-ci peuvent s’obtenir par induction de la méme maniére que dans
ZF, (ZF sans ’axiome de fondement).

Au chapitre 6, on montre que, moyennant I’ajout d’une forme de ’axiome
de linfini, les ensembles bien fondés forment une interprétation de la
théorie ZF de Zermelo-Fraenkel (les ordinaux de GPK™ étant bien fondés;
on remarque, comme mentionné au chapitre 4 que ce sont ceux de ZF). De
plus, on remarque que ’on peut représenter une classe A d’ensembles bien
fondés par sa cloture A; ceci de maniere injective. Cette remarque permet
de montrer que 'on peut, en fait, interpréter la théorie de Kelley-Morse.
La théorie de Kelley-Morse prouvant la consistance de ZF; il en est de
méme de GPK! (GPK™+ I'axiome de l'infini).

Le chapitre 7 se consacre a I’étude de la théorie d’origine GPK. On y
étudie dans quelle mesure les résultats des paragraphes précédents peuvent
s’adapter. On y montre que, moyennant ’axiome de l’infini, il est toujours
possible d’interpréter la théorie ZF.

Au chapitre 8, nous prouvons que GPK™ n’est pas finiment axiomatisable.

Au chapitre 9, nous donnons une variante de la théorie GPK™, ot les
classes propres deviennent des vrais objets de la théorie. On y remarque
que cette théorie, nommée GBGPK™, est finiment axiomatisable et que, de
plus, tout théoreme de GBGPK™ ne faisant intervenir que des ensembles
est prouvable dans GPK™ et vice-versa. Ceci est tout & fait analogue au
passage de la théorie ZF a la théorie de Godel-Bernays, d’ou le titre du
chapitre: « Goédel-Bernays dans GPK ».

Au chapitre 10, nous introduisons I'axiome de Kelley-Morse « On est ra-
mifiable ». Ce dernier axiome est une généralisation & On (la classe des
ordinaux) de la propriété correspondante pour les cardinaux de ZF. C’est
une propriété tres forte, elle implique notamment I'existence d’une classe
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propre de cardinaux inaccessibles. La raison pour laquelle on introduit cet
axiome est qu’il sera utile au chapitre suivant.

Le chapitre 11 est le plus important. Nous y montrons que GPK; in-
terprete la théorie KM+ « On est ramifiable » et vice-versa. Ce résultat
montre que GPKY est une théorie trés forte.

Au chapitre 12, nous montrons un théoréme de point fixe valable dans GPK™ .

Au chapitre 13, nous dirons quelques mots sur les « décorations de graphes ».
On y donne un graphe qui n’admet aucune décoration. Ceci montre intui-
tivement que 1’on ne peut avoir « tous » les ensembles non bien fondés.

Au chapitre 14, nous étudions dans Kelley-Morse et dans Godel-Bernays
une propriété de point fixe semblable & celle du chapitre 12.

En guise de conclusion, les résultats prouvés dans ce qui suit montrent
qu’en fait les théories habituelles telles que ZF ont exclu trop d’ensembles.
En détruisant exactement ce qui fournit le paradoxe de Russell (I'usage
de la négation), on retrouve non seulement les ensembles des théories ha-
bituelles des ensembles ainsi que de nombreux autres ensembles non bien
fondés (tel l'univers) qu’on n’avait aucune raison valable d’exclure.

Signalons que les principaux résultats apparaissant dans ce Cahier figurent
dans les trois articles [5], [6], [8].

4. Prérequis

Nous avons essayé que ce travail puisse étre lu de maniere indépendante.
En annexe, nous avons rappelé les points essentiels & connaitre pour sa
compréhension. Nous avons néanmoins supposé que le lecteur était fami-
liarisé avec la théorie habituelle des ensembles ZF (le lecteur pourra trou-
ver un exposé de cette théorie dans [22]). Nous avons également supposé
que le lecteur maitrise les rudiments de la théorie des modeles (le calcul
des prédicats) ainsi que le célebre théoreme d’incomplétude de Godel. Le
lecteur ayant quelques lacunes dans ces domaines pourra les combler en
lisant les chapitres A1 et le début du chapitre A2 de [2] (pour le calcul des
prédicats) ainsi que le chapitre D2 de ce méme ouvrage (pour le théoreme
de Godel).
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Nous avons également utilisé certaines propriétés de grands cardinaux.
Elles sont rappelées en annexe. Il serait néanmoins préférable que le lecteur
ait une certaine connaissance préalable sur ce sujet, voir par exemple le
chapitre B3 de [2]. Quelques connaissances élémentaires de topologie sont
également nécessaires & la bonne compréhension de cet ouvrage (voir par
exemple [21]).
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Chapitre 1

Les axiomes de la théorie

Le langage considéré ici sera celui de la théorie des ensembles: I’égalité
(=) et un symbole de relation binaire appelé « appartenance » (€). Sur
ce langage, on définit de maniére habituelle les notions de terme et de
formule.

Si T est une formule, on notera I['(x1,...,x,) pour indiquer que les va-
riables libres de I' sont parmi zy, ... ,x,. On utilisera parfois la notation
vectorielle I'(Z) au lieu de I'(z1, ... ,z,) afin d’alléger I’écriture.

Nous utiliserons aussi des parameétres dans les formules (sauf mention
contraire). Ceux-ci ne servent qu’a alléger ’exposé; les théoremes (et les
axiomes) que nous énoncerons doivent évidemment étre des formules sans
parametres. Généralement, nous utiliserons les premieres lettres de l’alpha-
bet latin (a, b, ¢, ...) pour désigner ceux-ci; les dernieres (z,y, z) servent a
représenter les variables.

Classiquement, nous utiliserons aussi la notation I'(eq,. .. ,e,) pour dési-
gner la formule I' ot I’on a remplacé les variables libres par les « expressions
ensemblistes » eq, ... ,e,. Par expression ensembliste, nous entendons les
variables libres ainsi que les expressions {z | A(z,9)} ou A est une for-
mule quelconque dont les variables libres sont parmi les (z,%). Il faut
évidemment retraduire les symboles d’appartenance et d’égalité entre ces
expressions pour obtenir une vraie formule.
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Notation. Si ¥ est une collection de formules, on note comp(X) la compré-
hension pour les formules de X, c’est-a-dire le schéma d’axiomes
suivant:

comp(X): la cléture universelle des axiomes uVt (t € u < ),
pour chaque formule ¢ € ¥ n’ayant pas u pour
variable libre.

Remarquons que le fait de prendre la cloture universelle permet de
définir des ensembles & I’aide de formules avec paramétres.

La théorie naive des ensembles voudrait avoir la compréhension pour
toutes les formules. Le paradoxe de Russell montre que ’on ne pourra
jamais avoir la compréhension pour la formule suivante: « ¢ ¢ ¢t ». Nous
étudierons ici une théorie disant que toute formule « positive généralisée »,
c’est-a~dire ne contenant pas trop de négation, définit un ensemble.

Commencons par définir la classe BPF' de formules (BPF pour Bounded
Positive Formulas). Ce sont les formules construites & partir des formules
atomiques (les formules de la forme « x € y » et « & = y ») et des étapes
de construction suivantes:

(a) A partir de ¢, 1; construire:

N, oV, (Vo € y)p, Trp.

Définissons a présent les formules GPF (GPF pour Generalized Posi-
tive Formulas). Elles sont construites & partir des formules atomiques,
des étapes de construction des formules BPF et de 1’étape suivante:

(b) Si ¢ est une formule GPF et O(z) une formule quelconque ayant pour
seule variable libre z, alors la formule suivante est GPF':

Vz (0(z) = ¢).
Sauf mention contraire, nous utiliserons les conventions suivantes:

» les derniéres lettres de l'alphabet grec en minuscules: ¢, x, ¥ (pas
la lettre w qui sera réservée & un autre usage) seront utilisées pour
représenter les formules GPF ou BPF;

» les lettres grecques majuscules (sauf ¥ et ) seront utilisées pour
représenter les formules quelconques;
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» les lettres minuscules latines seront utilisées pour représenter ce qui
sera des ensembles, c’est-a-dire les objets de la théorie.

On définit a présent la théorie GPK telle qu’elle a été définie dans [26] et
[11].

Définition. La théorie GPK est Ia théorie dont les axiomes sont :

(a) EXT:VaVy(x =y & Vz(z € x & 2z € y))
(axiome d’extensionnalité),

(b) VIDE: 3z Yy y ¢ x (cet x sera classiquement noté &),
(¢) comp(GPF)

Remarquons que le point (c) est évidemment un schéma. L’axiome (b)
sert a éviter le modele trivial formé d’un seul auto-singleton (un ensemble
Q) est dit étre un auto-singleton ssi! Q = {Q}, c’est-a-dire ssi Vo z €
Q< z=Q). En effet on peut remarquer que si un modele M est formé
d’un seul auto-singleton 2, alors pour chaque formule GPF o(x1, ... ,%y),
ona ME ¢(,...,Q) (procéder par induction sur la complexité de ).
De plus, si un modele M de GPK — {VIDE} n’a qu’un seul élément {2,
alors on doit avoir 2 € ). Finalement, on voit que si M est un modele
de GPK — {VIDE} comprenant deux éléments distincts a et b alors VIDE
est satisfait car @ = {& | # = a Az = b} est défini par une formule BPF.
Ces considérations montrent donc que

GPK — {VIDE} £ VIDE < (Ja 3b a # b).

Dorénavant, on se placera dans un modele donné de GPK.

La formule ¢t = ¢ étant BPF, on voit qu’il existe un ensemble V' = {¢ | t=
t} de tous les ensembles. Ceci montre que GPK est une théorie non bien
fondée, on a en effet V € V! Le paradoxe de Russell montre que ’on ne
peut avoir l’existence de l’ensemble suivant: {z | x ¢ x}. On voit d’ailleurs
qu’il n’est pas défini par une formule GPF'.

De la méme maniere que dans ZF, on maniera des classes dans GPK. Si
[(z,ay,... ,a,) est une formule quelconque dont les variables libres sont
parmi (x,ay,...,a,); pour chaque ai,...,a, la collection A suivante:

1. « ssi» est une abréviation pour si et seulement si.
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A={z | I'(x,a1,...,an)} sera appelée une classe. Les classes ne sont pas
des objets de la théorie. Elles ne figurent que comme abréviations; ainsi si
A ={z | T(,@)}, une notation telle que z € A doit étre vue comme une
abréviation pour la formule I'(z, @). De maniére naturelle, si A et B sont
deux classes, 'expression A = B signifiera x € A < x € B. On définit de
maniere évidente les opérations de réunion (U), d’intersection (N), ... de
classes.

Nous dirons qu’une classe A est un ensemble ssi Ja Vz(z € a & x € A). Si
cet a existe, il est unique en vertu de ’axiome d’extensionnalité. Dans ce
dernier cas, nous noterons a = A et nous identifierons a et A. Nous appel-
lerons classe propre une classe qui n’est pas un ensemble. Nous utiliserons
les lettres majuscules de 'alphabet latin pour désigner les classes.

Dans la théorie GPK, on ne peut plus, comme on le faisait pour ZF,
imaginer les classes propres comme étant des collections « trop grosses
pour former des ensembles ». La plus « grosse » classe, la classe universelle
V, est ici un ensemble!

La proposition suivante dit que ’axiome de la paire est satisfait.
Proposition 1.1.Va Vb Ju Vi(t cu & (t =a Vit =0»)).

PREUVE. — C’est une des formules du schéma d’axiomes comp(BPF)
(prendre p =« t=aVit=>b»). O

Etant donné deux ensembles a et b, on définit le couple (a,b): (a,b) =
{{a},{a,b}}. On voit en utilisant successivement l’axiome de la paire
que Von a: Va Vb 3z = = (a,b). Plus généralement, on définit aussi
des n-uples (a1, ... ,a,) pour chaque entier n. Ceux-ci sont définis par
(méta-)induction sur n:

(a) =a
(a1, sant1) = (@1, .- ,an),ant1)-

Remarquons qu’a ce stade, n est un entier de la métathéorie, ce n’est pas
un ensemble de la théorie. On verra cependant plus loin que l'on peut
représenter les entiers dans la théorie GPK.
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Définitions. Une fonctionnelle est une classe F' de couples satisfaisant:
Ve Vy Vz ((z,y) e FA(z,y) e F=>y=1").

L’expression y = F(x) désigne la formule (z,y) € F. Une fonction est
définie comme étant une fonctionnelle qui est un ensemble.

La proposition suivante montre que 1’on peut manier librement les couples
dans GPK.

Proposition 1.2. ([11]).
(a) Les formules suivantes sont BPF :

z=A{z}, z={z,y}, z=(x,y), z=(21,...,2Tpn).

(b) La classe des couples est un ensemble.

(¢) Les fonctions de projections py, p, définies comme suit sur l’en-
semble des couples: pi(z,y) = = et pa2(x,y) = y, sont des en-
sembles. Il en est de méme des fonctions effectuant des manipu-
lations naturelles sur les couples (permutation des composantes,
etc.) ou plus généralement sur les n-uples.

PREUVE

(a) Il suffit simplement d’écrire en détail ces formules et de vérifier que
les formules ainsi écrites sont BPF, par exemple z = {x,y} s’exprime
par

(Vhez)(h=azVh=y)A(@€2)A(yE€2).
On fait de méme avec z = (z,y) en utilisant le fait que z = {z,y}
est BPF'.

(b) Soit C cette classe, on a C = {z | Jz Jy z = (z,y)}, elle est donc
définie par une formule BPF en vertu du a).
(c) Ceci se montre tres facilement de la méme maniere que le (a). O

Cette proposition permet de déduire, en corollaire, la proposition suivante
(qui est en fait un schéma).

Proposition 1.3. Soit ¢(z1,-.. ,%n,Y1,--- ,Ym) une formule BPF, on a:

Yay ... Va,, Jee={(z1,...,z,) | O(T1, s Ty Gy ey Q) }e
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PREUVE. — On a

e= {z | Fzq ... Tz 2= (w1, ) Ap(T1, -+, Tp, A1,y - - - ,am)}.

On a la proposition suivante concernant les fonctions:

Proposition 1.4. Soient f et g des fonctions, alors:
(a) dom(f) &f {z | Jyy = f(z)} est un ensemble.
(b) im(f) (g{y | 3z y = f(x)} est un ensemble.

(¢) II existe une fonction (donc un ensemble) f :
f@) S {fly) |y €a}.

(d) fog &f {(z,y) | 3z z=g(z) Ay = f(2)} est une fonction (donc
un ensemble).

PREUVE. — On vérifie facilement que dom(f) et im(f) sont définis par
des formules BPF'. Pour le (c), on définit f de la maniére suivante:

f: {(x,z) | Vrez3dyex ((y,r) € HlA[Vy € z Is ((y, s) Ef/\SEZ)]}.

Il est aisé de voir que f répond a la question, de plus f est définie par une
formule BPF'.

Pour le (d), on vérifie facilement que fog est définie & I’aide d’une formule
BPF ayant f et g pour parametres. O

Cette proposition permet de conclure que 'on a le schéma de remplace-
ment pour les formules GPF':

Yai,... ,Va, VeIVt (t € y < Ju € z p(u,t,a1,... ,a,))

pour chaque formule GPF ¢(u,t,ay,... ,a,) fonctionnelle en u,¢. On voit
en effet que dans ce cas 'ensemble f = {(u,t) | o(u,t,@)} est une fonction
pour chaque valeur des parametres @ et que im(f) fournit l’ensemble y
recherché.
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Classiquement, si A et B sont deux classes (pas nécessairement propres),
on définit le produit de A et de B comme étant:

AxB:{(;v,y)|;v€A/\y€B)}.

Dorénavant lorsqu’on disposera d’un n-uple (ai,...,a,), nous 'identi-
fierons avec tout autre parenthésage de la suite (ai,...,ay). Ainsi le
triple (a1,a2,a3) = ((a1,as2),as) sera identifié & (ai, (a2, as)). Ces iden-
tifications ne posent pas de problemes puisque ’on passe d’une forme a
Pautre par des fonctions (c’est-a-dire des ensembles) en vertu de la propo-
sition 1.2. Moyennant cet abus de langage, le produit ensembliste devient
une opération associative. Si A est une classe (pas nécessairement propre)

deéf
onnote A" = A x---x A.
—_——

n fois

Nous utiliserons quelquefois la notation vectorielle & si # désigne un n-uple.
Une formule I' & n variables libres 21, . . . , x,, sera parfois notée ['(Z) au lieu
de I'(zy,...,x,). Dans le méme ordre d’idées, nous écrirons quelquefois
VZ au lieu de Vz ...Vz,; de méme, on écrira IZ pour dxq ... Jx,.

Une ambiguité pourrait naitre dans la notation I'(F). On pourrait soit
interpréter cette notation comme étant une formule ayant n variables
libres (z1,... ,,), soit comme étant une formule & une variable libre que
Pon a remplacé par le n-uple (x1,... ,z,). Mais en vertu des propositions
précédentes, on peut coder les n-uples de telle fagon que ’on puisse passer
d’une formule du premier type a une formule du second type en respectant
son caractére BPF ou GPF (et réciproquement). Ceci montre que ce léger
abus de langage ne peut étre source de problemes.
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Chapitre 2

Le schéma d'axiomes CL

Dans ce chapitre, nous présenterons un schéma d’axiomes généralisant la
regle de formation (b) des formules GPF.

Dans le premier paragraphe, nous donnerons 1’énoncé du schéma CL. Nous
y verrons que cet énoncé revient, en quelque sorte, a autoriser des pa-
rametres dans la formule © de la régle de formation (b) des formules GPF'.

Dans le dernier paragraphe, nous verrons que, moyennant le schéma CL, les
modeles de GPK deviennent en quelque sorte des « modeles topologiques ».
Nous ferons le parallele avec les hyperunivers — les modeles connus de
GPK — qui sont tous topologiques.

2.1. Le schéma CL et la régle de formation (b)
des formules GPF

Soit A une classe, nous dirons que A a une cloture si l'intersection des
ensembles qui la contiennent forme un ensemble, autrement dit s’il existe
un plus petit ensemble (pour I'inclusion) qui la contient. Nous noterons A
ou cl(4) , la cloture de A si elle existe.

Soit A = {t | I'(t)} une classe définissable par une formule sans paramétres
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(c’est-a-dire I" a une seule variable libre ¢). On montre que A a une cléture.
En effet, soit
b={y|Voe(zD>{t|T(t)}) =>yeca},

b est un ensemble car il est défini par une formule GPF. On voit aussi que
b est l'intersection des ensembles qui contiennent la classe {¢ | ['(t)}. Ceci
donne la proposition 2.1 (exprimable par un schéma) prouvable dans GPK.

Proposition 2.1.
Toute classe définie par une formule sans parameétres a une cloture.

Nous allons maintenant démontrer I’étape de formation (b) des formules
GPF a partir de la proposition 2.1. Soit CBPF la théorie EXT + VIDE
+ comp(BPF) (CBPF pour « Comprehension for Bounded Positive For-
mulas »). Soit P, 1 I’énoncé de la proposition 2.1.

Proposition 2.2. CBPF + P»; E C(GPF).

PREUVE. — Soit ¢ une formule GPF'. On va montrer, par induction sur la
complexité de ¢, que la classe {37| (7, EL’)} est un ensemble (ici i désigne
les variables libres de ¢ et @ les parametres).

Si ¢ est atomique, c’est vrai puisque ¢ est BPF'. Pour ’étape de forma-

tion (a), supposons que ¢ « vy, Z,d) W vy e y¢'(x,y,Z,d) ou ¢

est GPF. Par I'hypothese d’induction, la classe b = {(z,y,2) | ¢'(x,y,7,@)}
est un ensemble. On a donc

{W,2) | oy, 2,@)} = {(y,2) | V& € y(x,y,2) € b} .

Cette classe est un ensemble car elle est définie par une formule BPF'. Les
autres étapes de (a) se démontrent de manieére analogue.

Supposons maintenant que ¢ « o(7,d) %:e:fV:L'(@(x) = ¢'(z,7,a)). Consi-
dérons la classe A suivante:

A={@D) | Vz(0(2) = ¢'(x,5,D)},

cette classe est définie par une formule sans parametres, elle a donc une
cloture A. Montrons que A = A et donc que A est un ensemble. Il suf-

= o e

fit clairement de montrer que A C A. Soit (§',d’') € A. Fixons un x
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tel que O(x). On a clairement {(7,@) | ¢'(z,7,7@)} D A, et donc aussi
{(7, @) | ¢'(z,7,@)} D A, on en conclut que 'on a ¢'(z,§’, @), ceci pour
=/ =

chaque x tel que ©(z); on a donc (§',d') € A. On remarque maintenant
que

{7]e@a)}=mn(An{@ ) |d=a}),

ou p; est la fonction qui envoie le couple (¢,4@) sur §. La classe A N
{(#,@) | @ = @} est un ensemble car définie par une formule BPF (ayant
A et @ pour parametres). Ce qui acheve la preuve. a

Remarque. Nous pouvons voir que, dans I’étape de formation (b) des for-
mules GPF, il n’est pas nécessaire que ¢ soit GPF, il suffit qu’elle soit
atomique. Soit en effet GPK' la théorie obtenue de la méme maniére
que GPK mais ou la regle (b) a été affaiblie comme mentionné ci-
dessus. Montrons que GPK' F comp(GPF). Un examen de la preuve
de la proposition 2.1 montre que celle-ci reste satisfaite dans GPK'. On
utilise alors la proposition 2.2 pour montrer que ’on a comp(GPF).

Les considérations précédentes nous amenent a renforcer la proposition 1.1
par le schéma d’axiomes CL disant que toute classe a une cloture . Plus
précisément:

CL:Va3z [Vz (['(z,a@) = z € ) AVy (Vz (['(z,d) = z € y) = x Cy)],
pour chaque formule I dont les variables libres sont parmi les (z, @).

Dans le schéma CL, @ doit étre vu comme une liste de parametres et
Pensemble # comme la cloture de {z | I'(z,@)}, c’est-a-dire un ensemble
tel que

{z|T(z,@)} Cz et Vy(y D {z|L(2,d)}) =z Cy.

Nous noterons GPK™ la théorie CBPF + CL, en vertu de la proposition 2.2
cette théorie est équivalente & GPK + CL.

1. Leschéma CL destiné a renforcer GPK m’a été suggéré par M. Boffa. Nous ignorons
si le schéma CL est démontrable a partir des axiomes de GPK; cela ne semble cependant
pas étre le cas.
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2.2. La«topologie » de GPK™' et
les hyperunivers

Il est possible de voir que 'opération de cléture d’une classe donne une
opération correspondant a une cloture topologique. On voit en effet qu’elle
satisfait les axiomes de la cloture topologique d’un espace topologique: si
A est une classe, on a

=A, ACA, AUB=AUB, Z=0. (%)

||

Rappelons cependant que cette cloture ne s’applique qu’aux classes de
GPK™, c’est-a-dire aux parties définissables de I'univers de GPK'. En
topologie, il est connu que si I’on a un ensemble E et une opération de
cloture définie sur I’ensemble des parties de E qui satisfait les axiomes (%),
alors si ’on définit une partie A C E comme étant fermée ssi A = A; on a
que les parties fermées de A satisfont les axiomes d’un espace topologique.
Il est donc naturel, dans le cadre qui nous occupe, de définir une classe
A comme étant fermée ssi A = A; ce qui est équivalent & dire que A
est un ensemble. De méme, on dira qu’une classe A est ouverte ssi son
complément A° = {z | # ¢ A} est un ensemble. Comme on pouvait s’y
attendre, les classes fermées se comportent comme les fermés d’un espace
topologique:

Proposition 2.3.

(a) La classe vide @ et la classe universelle V. = {« | x = x} sont
ouvertes et fermées.

(b) L’union de deux classes fermées est une classe fermée.

(¢) L’intersection des éléments d’une classe (c’est-a-dire d’une famille
définissable de classes fermées) est une classe fermée.

(Remarquons que cette proposition est exprimable au premier ordre,

on a besoin d’un schéma pour le point (c)).

PREUVE

(a) La classe vide est fermée en vertu de 'axiome VIDE. La classe univer-
selle V' est fermée car elle est définie par une formule BPF: V = {x |
x = z}. Ces deux classes étant complémentaires I'une de l’autre, elles
sont également ouvertes.
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(b) Soient a et b deux classes fermées (c’est-a-dire des ensembles), on a
aUb={z | x € aVz € b} et donc aUb est un ensemble (c’est-a-dire
une classe fermée).

(¢) Soit I'(z,d) une formule quelconque. Montrons que pour chaque @ la
classe suivante: A = J{= | [(z,d)} est fermée. Il suffit évidemment
de prouver que A C A. Pour chaque z tel que I'(z,@); on a A C = et
donc A C z. On a donc A = J{= | I'(z,d@)} = A; ce qui acheve la
preuve. O

On voit & présent que les modeles de GPK™ satisfont les axiomes Hj,
H,, Hy, H; des hyperunivers ainsi que ’axiome Hj restreint aux parties
définissables de GPK™ (c’est-a-dire aux classes de GPK™) (les axiomes
des hyperunivers ont été rappelés dans l'introduction; nous y avons aussi
donné la liste des principales références sur ce sujet).

Les hyperunivers sont les seuls modeles « réellement connus » de GPK. Les
hyperunivers, étant des modeles topologiques d’ensembles, disposent de
Iopération de cloture topologique et satisfont donc le schéma d’axiomes CL.
De plus, les hyperunivers satisfont d’autres axiomes (tels la compacité et

des propriétés de séparation forte) que ’on ne voit pas comment prouver
dans GPK™.
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Chapitre 3

Premiéres propriétés de GPK™

Dans ce chapitre, nous étudierons les premieres propositions que 1’on peut
prouver dans GPK™, nous nous placerons donc dans cette théorie.

Commencons par remarquer qu’il est évident que l'on peut traduire des
expressions comportant des quantifications sur des classes fermées par
des formules du premier ordre car les classes fermées correspondent, par
définition, aux éléments de la théorie.

Il en est de méme des affirmations comprenant des quantifications sur des
classes ouvertes; car celles-ci se ramenent & des expressions du premier
type en remplagant chaque quantification sur une classe ouverte par une
quantification du méme type sur son complément et chaque z € U, ou U
est une classe ouverte, par z ¢ U°.

On définit de maniére naturelle la notion de point d’accumulation d’une
classe A.

Définition. Un ensemble a est dit étre un point d’accumulation d’une
classe A ssia € A\ {a}.

Remarquons que la « topologie » de GPK™ satisfait le premier axiome
de séparation T (c’est-a-dire les singletons des éléments sont fermés) en
vertu de la proposition 1.1 (avec a = b).
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Définition. Un ensemble est dit isolé ssi la classe {a} est ouverte. De
maniére précise:

« a est isolé » gﬂxVy (y£asycEr).

Proposition 3.1. Soit A une classe, on a pour tout ensemble z: x € A ssi
pour chaque classe ouverte U avecx € U, on aUN A # @.

Remarque. Cette proposition est exprimable au premier ordre par un
schéma d’axiomes (on a besoin d’un axiome pour chaque classe A).

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.1. — 1l suffit de s’assurer que la preuve
de la proposition topologique correspondante est encore valable dans le
contexte qui nous occupe. Soit = € A et soit U une classe ouverte avec
x€eU.SiUNA=@,on aurait U° D A et donc x € U¢ par la définition
de la cloture. Ceci contredit le fait que z € U. Réciproquement, soit x
un ensemble tel que pour chaque classe ouverte U avec z € U, on ait
UnN A # @. 1l suffit de montrer que pour chaque ensemble f avec f D A,
onazx € f.Soit favec f D A;siz ¢ f, f¢ serait une classe ouverte qui
ne satisferait pas les hypothéses. O

Voici & présent une proposition disant que les fonctions sont « continues »

pour la « topologie » de GPK™.

Proposition 3.2. (exprimable par une formule du premier ordre). Si U est
une classe ouverte et f une fonction, 'image inverse de U par f:

71 U) € {y e dom(f) | f(y) € U}

est I'intersection d’une classe ouverte avec le domaine de f.

PREUVE. — Soit U une classe ouverte, on a:
FMU) = {y edom(f) | f(y) €U} ={y | f(y) € U} ndom(f).

La classe {y | fly)eU C}C est ouverte car son complément est définissable
par une formule BPF (ayant f et U¢ pour parameétres); ce qui montre le
résultat. O
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Rappelons que si a est une classe fermée (c’est-a-dire un ensemble), et f
une fonction, alors { f(z) | « € a} = f(a) est fermée (proposition 1.4 (c)).
Nous savons qu’en topologie les fonctions continues satisfont cette pro-
priété; il est donc naturel, en vertu de la proposition précédente, que cette
propriété soit satisfaite dans GPK™.

Proposition 3.3. Soient U et W deux classes ouvertes et soit ¢ I’ensemble
des couples, alors il existe une classe ouverte O telle que O Ne = U XW.

PREUVE. — On définit O = {(z,y) |3: eUVvyce WC}C et on vérifie
que le complément de la classe O est défini par une formule BPF'; ce qui
montre que O est ouverte. Il est aisé de voir que cette classe O répond a
la question. O

Ce résultat a une signification du point de vue topologique. Le produit
V x V ou V désigne la classe universelle (V' x V est donc l’ensemble des
couples) peut étre muni naturellement de deux « topologies »:

(a) La « topologie » induite par celle de V sur V' x V (remarquons que
V x V est un ensemble inclus & V). Pour cette derniere, une classe
O C V x V est dite ouvertejnq ssi il existe une classe ouverte U avec
O=Un{V xV).

(b) La « topologie » produit. Pour cette dernieére, une classe O C V x V
est dite ouverteproq ssi V(z,y) € O, il existe deux classes ouvertes Uy
et Us telles que (z,y) € Uy x Uz et Uy x Us C O.

La proposition 3.3 affirme que la deuxieme « topologie » est « moins fine »
que la premiere.

Par conséquent, un « fermé » pour la « topologie » (b) est également un
« fermé » pour la topologie (a) et donc aussi pour la « topologie » de
GPK™ sur V. Ceci permet de remarquer qu’il est possible de traduire
des expressions comprenant des quantifications sur des classes « fermées »
ou « ouvertes » pour la topologie (b) par des formules du premier ordre.
Néanmoins, nous n’utiliserons pas la topologie (b) par la suite. Une ques-
tion naturelle est de savoir si la topologie (b) est réellement moins fine
que la topologie (a) ou si ces deux topologies pourraient coincider. Dans
les hyperunivers et donc dans les modeles connus de GPK™, ces deux to-
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pologies coincident; ne voyant pas pourquoi ce serait vrai en général, nous
conjecturons que ce n’est pas toujours le cas.

Le lemme suivant sera utile par la suite.

Lemme 3.4. Soit f une fonction et soit A une classe telle que A C dom(f).
On a:

o ({f(z) |z € A}) = {f(z) |z €cl(A)}.

PREUVE

C: Clairement, on a

{f(;r) |m€A}C{f(;r) |m€c1(A)}.

Le membre de droite est un ensemble (proposition 1.4 (c)) ce qui
entraine

d({f(z) |z € A}) C {f(z) |z ecl(A)}.

D: Soit x € cl(A) et soit y = f(x). En vertu de la proposition 3.1, il suffit
de montrer que pour toute classe ouverte U comprenant y, il existe
x' € A avec f(2') € U. Soit U une classe ouverte comprenant y. On a

fH(U) = Ondom(f)

pour une classe ouverte O (proposition 3.2). On a z € O et donc
puisque z € cl(A4), on a ON A # & (proposition 3.1). Soit ' € O N A;
on a f(z') € U et le résultat. O

Remarque. Il est connu qu’en topologie, on a 'inclusion de droite & gauche
si et seulement si f est une fonction continue. Il est donc normal de
la retrouver ici puisque, dans GPK™, les fonctions sont « continues »
(proposition 3.2). De plus, on peut voir que la preuve de cette inclusion
est en fait la preuve topologique.

Définition. Un ensemble a est dit discret ssi il n’a pas de point d’accu-
mulation. Autrement dit a est discret ssi pour chaque x € A, il existe
une classe ouverte U 3 z, telle que U Na = {z}.
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Un cas particulierement important est celui des ensembles dont tous les
points sont isolés.

La proposition suivante donne, en quelque sorte, un schéma d’axiomes de
remplacement pour les ensembles discrets.

Proposition 3.5. (exprimable par un schéma). Soit a un ensemble discret.
Toute fonctionnelle F' avec dom(F') C a est une fonction (c’est-a-dire
un ensemble); en particulier im F' est un ensemble.

PREUVE. — Soit a un ensemble discret et soit F' une fonctionnelle telle
que dom(F) C a. Montrons que F' est fermée. Il suffit de montrer que
F C F. Soit (z,y) € F (remarquer que les éléments de F' sont des couples
puisque la classe des couples est fermée) et montrons que y = F(z). En
appliquant le lemme 3.4 a la fonction p: p(u,v) = u définie sur ’ensemble
des couples, on obtient z € cl(dom(F)). Soit W une classe ouverte telle
que W Na = {z}. En appliquant la proposition 3.1 a la classe ouverte
W, on obtient z € dom(F) et donc x € a. Il reste & montrer que y =
F(z). Supposons que y # F(x). Soit O la classe ouverte {F(x)}. Soit ¢
I’ensemble des couples et soit U une classe ouverte telle que UNec = W x O
(proposition 3.3). On a (z,y) € U et UNF = @; ce qui contredit (z,y) € F.
On a donc bien y = F(z), ce que 'on voulait. |

On a le corollaire suivant de la proposition 3.5 (schéma de compréhension
pour les ensembles discrets).

Corollaire 3.6.
Toute classe A incluse dans un ensemble discret est un ensemble.

PREUVE. — Soit I la fonctionnelle identité définie sur A. Elle est fermée
par la proposition 3.5. Son image A est donc un ensemble. O

Remarque. Toute classe A dont les éléments sont isolés est ouverte. En
effet, son complément A° = N {{z}° |2 € A} est un ensemble par la
proposition 2.3 (c).

Proposition 3.7.
Tout ensemble dont chaque élément est isolé est lui-méme isolé.
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PREUVE. — Soit a un ensemble dont les éléments sont isolés Soit d la fonc-
tionnelle de domaine a définie de la maniere suivante d(z {y | Yy F# ;r}
La fonctionnelle d est une fonction par la proposition 3. 5 Nous avouns:

{elota}={o|Fer)yta)}u{e|Gyealy¢r)}.

Dans le premier membre de I'union, on voit que ’on peut remplacer « y ¢
a » par « (Vz € a)(y € d(2)) ». Dans le deuxiéme membre, puisque y € a,
on peut remplacer y ¢ z par « (Vh € z)(h € d(y)) ». Ceci montre que
{z | x # a} est défini par une formule BPF (ayant a et d pour parametres);
c’est donc un ensemble. La classe {a} est ouverte et a est isolé. O

Proposition 3.8. Soit » un ensemble de couples et x,y deux ensembles.
Si pour toute classe ouverte U telle que y € U, il existe h € U avec
(z,h) € r, alors (z,y) € r.

PREUVE. — Soit r un ensemble de couples. L’énoncé de la proposition
devient:

VaVy (Vf(y ¢ f= (3h & [)((z,h) €1))) = (z,y) €7),
ce qui est équivalent a:

Vevy ((z,y) ¢ r=3f(y ¢ fANVRE [)((2,h) €7))),

ce qui est vrai, il suffit de prendre f = {z | (z,2) € r}, qui est un ensemble
car défini par une formule BPF (ayant x et r pour parametres). O

Cette proposition est surtout intéressante si r = {(m,y) | T € y} ou si

r= {(m,y) | Yy Em}.

Définition. Si a est un ensemble, nous dirons que a est transitif ssi
VeVy ((x € y Ay € a) = x € a). « a est transitif » sera noté tr(a).

La proposition suivante donne quelques axiomes habituels en théorie des
ensembles qui sont vrais dans GPK™.

Proposition 3.9. Les axiomes suivants sont satisfaits dans GPK™:
(a) Axiome de la paire:

VaVbIuVt(tcu e (t=aVit=0>)).



PREMIERES PROPRIETES DE GPK™T 39

(b) Axiome de ’ensemble des parties:
VeJuVi(t € u et Cx).
(¢c) Axiome de la réunion:
VeJuVt(teu s Jz(t € zAz € x)).
(d) Axiome de la cl6ture transitive:
VaTy(a € yAtr(y) A (Vz(a € z Atr(2)) = y C 2)).

Autrement dit, pour chaque ensemble a, il existe un plus petit en-
semble y (pour linclusion) transitif qui comprend a; cet ensemble
y sera noté trcl(a).

PREUVE

(a) C’est la proposition 1.1.

(b) Prendre ¢ =« Vz € t z € x » dans C(BPF).

(¢) Prendre ¢ =« 32 (t € 2 Az € z) » dans C(BPF).

(d) On prend y = J{z | tr(z) Aa € z}. La classe y est un ensemble par
la proposition 2.3 c). Il est élémentaire de vérifier que y est transitif
et que Vz (a € z Atr(z)) = y C z; ce qui acheve la preuve. |

La proposition suivante donne une amélioration du point (c) de la propo-
sition précédente.

Proposition 3.10. La fonctionnelle | J : x — | J = est une fonction (c’est-a-
dire un ensemble).

PREUVE. — On a:

{(m,y) | y:Ux} = {(m,y) |VzEyEIt(zEt/\tEx)/\(VtEx)(tCy)},

ce qui montre que la fonctionnelle | J est définie par une formule BPF et
est donc une fonction. |

Remarque. D’autres fonctionnelles correspondant & des opérations en-
semblistes sont des fonctions, notamment la fonctionnelle « paire »:
V xV = V paire(z,y) = {z,y} (pour le prouver, il suffit de voir
qu’elle est définie par une formule BPF').
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La proposition suivante permet de généraliser quelque peu ce que 1’on
entend par formule positive généralisée.

Proposition 3.11. Soit p(z,y,d) une formule BPF; alors les formules sui-
vantes sont équivalentes a des formules BPF'.

(a) Yy (y > = = ¢(=,y,d)),
(b) Yy (y Dz = ¢(=,y,d)).

PREUVE
(a) Cette formule est équivalente a:
Vz3t ((t =z U {z}) A (z,t,qd)).
Il reste donc & montrer que « t = zU {z} » est BPF. C’est vrai:
t=zU{z} o (Vhet)hezVh=x)A (2 Ct)A(z €1),

ce qui montre le résultat.

(b) 1l suffit de remplacer « t = zU {z} » par « t = zU z » dans la preuve
du (a). O
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Chapitre 4

Les ordinaux dans GPK™

Dans ce chapitre, nous développerons la théorie des ordinaux dans GPK™.
Nous verrons que les ordinaux se comportent comme dans ZF. La plu-
part des preuves des propositions de ce chapitre sont des adaptations des
preuves des propositions correspondantes de ZF (pour celles-ci, nous nous
sommes essentiellement basé sur [22]). Nous supposerons que le lecteur est
familier avec celles-ci. Au chapitre 6, nous utiliserons ces résultats, ainsi
que ceux du chapitre suivant, pour construire une interprétation de ZF.
Les ordinaux de cette interprétation seront exactement les ordinaux de
GPK™; ce qui montre que les ordinaux de GPK™ sont « réellement » ceux
de ZF.

Définition. Un ensemble a est dit étre un ordinal ssi o est un ensemble
transitif strictement bien ordonné par €; ce que 'on écrira On(a).
Formellement, on a donc

On(a)
déf
=
VeVy(rceahNyeca=>x¢yVyd¢z) A
VeVyVz(z € ahNyEaNzEaNTEYANYyEZz=>T € 2) A
Vz(zCahz£@=>Tz(zezAVy(yez=>axcyVe=y)))
VeVy(x EaNy Ex =y € a).

A
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Nous noterons On la classe des ordinaux: On %' {a | On(a)}. Nous

utiliserons les lettres de ’alphabet grec en minuscules pour désigner les
ordinaux (sauf ¢, x, ¥ qui sont réservées aux formules BPF ou GPF). La
relation a € 3 sur les ordinaux sera généralement notée o < 3. De méme,
onnoteraa < Bssia€ fVa=_,.

Remarque. Dans la formule On(a) on n’a pas écrit que € était un ordre
total; on le déduit du fait que a est bien ordonné: si x € a et y € «
Pensemble {z,y} a un plus petit élément; supposons que ce soit z, on
a alors z < y.

Attirons l'attention sur le fait que dans On(a), on demande que tout
sous-ensemble ait un plus petit élément. A priori, on pourrait avoir une
sous-classe de a qui n’ait pas de plus petit élément. On verra cependant
que toute sous-classe de a est un ensemble et que ce phénomene ne se
produit donc pas.

Le but est de montrer que les ordinaux ont des propriétés analogues a ceux
de ZF. La proposition suivante est la proposition clef.

Proposition 4.1. Les ordinaux sont des ensembles discrets.

PREUVE. — Si « est un ordinal, définissons pour a € a, la classe ouverte
suivante U = {z | reaVace ;L“}C. On a clairement U Na = {a}; ce qui
montre le résultat. a

Corollaire 4.2. Toute sous-classe d’un ordinal o est un ensemble.
Proposition 4.3. Si « est un ordinal, on a o ¢ «.

PREUVE. — On sait, par définition, que si « € «, alors « ¢ . Supposons
que 'on ait « € a; on obtient une contradiction en prenant x = a. O

Proposition 4.4. Tous les éléments d’un ordinal sont des ordinaux:

a € On= acC On.
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PREUVE. — Elle se vérifie facilement comme dans ZF. O

Définition. Si « est un ordinal, un ensemble s C « est dit étre un segment
initial de a ssi:
VeVy(y E sAz €y) = x € s.

Proposition 4.5. Les segments initiaux de « sont « et les éléments de a.

PREUVE. — Soit s C a un segment initial de « et supposons que s # a.
Soit ’ensemble non vide suivant: {ﬁ €a | 8¢ s} (c’est un ensemble par
le corollaire 4.2). Cet ensemble a un plus petit élément fo; il est facile de
voir que s = (. O

Proposition 4.6. Soient a et 3 deux ordinaux, on a:
aCfB& (a=pBVacep).
PREUVE. — L’inclusion de droite a gauche se déduit du fait que les ordi-

naux sont transitifs; pour I’inclusion de gauche a droite, on voit facilement
que si @ C (3, a est un segment initial de 3 et on applique la proposition 4.5.

O
Proposition 4.7. Soient o et 3 deux ordinaux, alors
a€B V a=p V fEa.
PREUVE. — Soit ¢ = a N (. 1l est aisé de voir que £ est un ensemble qui

est un ordinal. On a clairement £ C « et & C 3, ce qui donne:

E=aViea)N(E=pBVEEP) (proposition 4.6).

Ceci donne la conclusion en remarquant que £ € a A £ € (3 n’est pas
possible car sinon on aurait £ € €. O

La proposition suivante permet de faire des démonstrations par induction
sur les ordinaux; ceci pour des formules quelconques.

Proposition 4.8. Soit I'(z,d) une formule quelconque dont les variables
libres sont parmi (z,@). Pour chaque valeur de @ s’il existe un ordinal

a tel queT'(«, @), alors il existe un plus petit ordinal ag tel que I'(ag, @)
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PREUVE. — Soit « un ordinal tel que I'(«, @). La classe suivante est un
ensemble (corollaire 4.2): b = {ﬁ €a | INGeR EL’)}. Si b= @, posons oy = «;
sinon posons ap = l’élément minimum de b. Soit maintenant 7y tel que
[(~,d@). On voit que v ¢ ag, donc ap < v (proposition 4.7); ce qui acheve
la preuve. O

On a le corollaire important suivant:
Corollaire 4.9. Les ordinaux sont isolés.

PREUVE. — Soit « le plus petit ordinal non isolé s’il en existe, a est donc
un ensemble dont tous les éléments sont isolés et est donc lui-méme isolé
(proposition 3.7). m|

Proposition 4.10. Si « est un ordinal, il existe un plus petit ordinal > «
qui est aU {a}; celui-ci sera noté a + 1.

PREUVE. — Comme dans ZF. O

Proposition 4.11. Tout ensemble a d’ordinaux a une borne supérieure [3
(c’est-a-dire un plus petit majorant non strict) qui est la réunion des
éléments de a: § = |J a.

aca
PREUVE. — Le fait que a ait une borne supérieure découle de la propo-
sition 4.8. On montre alors que celle-ci est |J a comme dans ZF. O

aca

On peut montrer, comme dans ZF, que la classe On des ordinaux n’est pas
un ensemble. II est intéressant de voir ce que pourrait étre la cloture On
de On. La proposition suivante montre que On satisfait On = OnU{On}.
L’ensemble On se comporte en quelque sorte comme un ordinal maximum
qui s’appartient a lui-méme (ce n’est donc pas un vrai ordinal).

Proposition 4.1 2. La classe On n’est pas un ensemble. La cloture On de
On satisfait On = On U {On}.
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PREUVE. — On commence par remarquer, comme dans ZF, que si On
était un ensemble, On serait un ordinal; ceci entrainerait On € On, ce qui
est exclu (proposition 4.3). Il suffit donc de montrer que si a € On \ On,

alors a = On. Soit donc a € On \ On.

» aC On:

Soit € a, montrons que € On. Il suffit de montrer que toute classe
ouverte U comprenant z, comprend un ordinal.

Soit donc U une classe ouverte avec € U. Soit W la classe suivante
W=y | (3z € y)(z € U)}, on voit sans peine que W est fermée et
donc que W est ouverte. On a clairement a € W, par définition de
a on a donc WnN On # @. Soit « € W N On; comme a« € W, on a
par définition de W: 38 € a, B € U. L’élément B est un ordinal car il
appartient a l’ordinal . On a donc montré que U N On # &, ce que
I’on voulait.

» OncCa:

Il suffit clairement de montrer que On C a.

Soit donc a € On et montrons que & € a. On a a € On \ (a + 1); en
effet, si U est une classe ouverte aveca € U, onaque W =UN(a+1)°
est une classe ouverte comprenant a, donc W N On # &; ce qui donne
UN(On\ (a+ 1)) # @. Soit b 'ensemble suivant: b = {z | a € x}.
On a clairement (On \ (o + 1)) C b, donc On \ (e + 1) C b. Comme
a€ On\(a+1),onaacbetdonc a € a, ce que l'on voulait. |

La proposition suivante s’obtiendra comme corollaire du théoréme 6.1 et
de la proposition 5.7. Il est néanmoins intéressant de le présenter des main-
tenant. (Il est également possible de prouver directement cette proposition
en imitant la preuve classique dans ZF.)

Proposition 4.13. Soient a et 3 deux ordinaux et soit f une fonction qui
est un isomorphisme d’ensembles ordonnés de « vers (3. Alors a = (3
et f est 'application identique.

Remarquons que si F' est une fonctionnelle de « vers [, alors F' est
nécessairement une fonction par la proposition 3.5.

La proposition suivante permet de faire des définitions par induction sur
les ordinaux (elle est exprimable au premier ordre par un schéma).
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Proposition 4.14. Soient « un ordinal, M la classe des fonctions dont le
domaine est un ordinal § < «a, H une fonctionnelle de domaine M.
Alors il existe une unique fonction f de domaine « telle que

VB<a f(B)=H (f|5) (f|6 désigne la restriction de f a f3).

Attirons 'attention sur le fait que la classe H ne doit pas nécessairement
étre définie par une formule positive. On peut donc définir des fonctions
par induction méme par des formules qui ne sont pas positives! Ceci est
du au fait que les ordinaux sont isolés.

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.14

» Unicité: Soient f et g deux telles fonctions et soit 5 le plus petit
ordinal < « tel que f(3) # g(B) s'il en existe. On a f(B) = H(f|ﬁ) =
H(g|ﬁ) = g(/), ce qui contredit la définition de S.

» Existence: Soit 7 le plus petit ordinal < « tel qu’il n’existe pas de
fonction f, définie sur 7 telle que f,(v) = H (fT|w) pour vy < 7. Pour
chaque # < 7, on a donc une unique fonction fy définie sur 6 telle
que fyo(v) = H (f9|7) pour tout v < 6. Si 0" < 6, on a fy|, = for
par l'unicité. On définit f. de domaine 7: f-(y) = H(f,) pour v < .

La fonctionnelle f, est une fonction par la proposition 3.5 (et le fait
que les ordinaux sont isolés). On remarque, comme dans ZF, que la

fonction f, satisfait f (y) = H ( fT|w) contrairement & I’hypothese
faite sur 7. O

On peut aussi, comme dans ZF, définir une fonctionnelle par induction
sur les ordinaux; ceci donne de maniere précise:

Proposition 4.15. Soient M la classe des fonctions dont le domaine est un
ordinal et H une fonctionnelle de domaine M. Dans ces conditions, il
est possible de définir une fonctionnelle F' de domaine On telle que
F(a) = H (F| ) pour chaque ordinal a. C’est la seule fonctionnelle
ayant ces propriétés.

PREUVE. — Remarquons d’abord que F |a est bien une fonction par la
proposition 3.5. La fonctionnelle F' est définie de la maniére suivante:



LES ORDINAUX DANS GPK™T 47

F={(a,y) | On(a) A 3f ((f est une fonction de domaine «)
A (f(ﬁ) =H (f|6)) pour tout ordinal 8 < «a

Ay =H(f)}

On vérifie comme dans ZF que F répond a I’énoncé et que F' est unique.
O

Donnons a présent quelques définitions habituelles :

Définitions. Soit « un ordinal non nul (donc « # @).
« « est successeur » & Ba =pU{F}.

>

. qeéf ,
» « « estlimite » & a n’est pas successeur.

. s

» «aestfini» & V3 < a [ est successeur.

P s .
» «aestinfini » &anest pas fini.

. qeéf . . .

» « « est un cardinal » < V3 < «, il n’existe pas de fonction f

bijective de 3 vers a.

Remarquons que l'on n’a pas que tout ensemble est en bijection avec un
ordinal et donc on n’a pas non plus que tout ensemble est en bijection
avec un unique cardinal.

En fait, on peut montrer que si un ensemble a est en bijection avec un
ordinal, alors il est discret. On remarque aussi que l'on peut montrer,
comme dans ZF, que si a est un ensemble et que si < est un ensemble qui
définit une relation de bon ordre strict sur a, alors a est en bijection avec
un (unique) ordinal. Attirons I’attention sur le fait que I’on demande que
Iordre strict < soit un ensemble, ce qui n’est pas équivalent & demander
que l'ordre non strict < correspondant soit un ensemble.

Rappelons qu’en topologie, on appelle espace x-topologique un espace to-
pologique tel que ’ensemble des fermés soit stable pour des réunions in-
dicées par un ordinal strictement inférieur & x. La « topologie » de GPK™
est en quelque sorte une « On-topologie » en ce sens que la collection des
classes fermées (c’est-a-dire des ensembles) est stable pour des réunions
indicées par un ordinal quelconque a (qui est donc, en quelque sorte,
« inférieur & On »). De maniére précise, cela donne: si f est une fonc-
tion de domaine «, ol « est un ordinal, | Jim(f) est un ensemble. Ceci
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se vérifie tres facilement en utilisant le fait que les ordinaux sont isolés
(corollaire 4.9), la proposition 3.5 et le fait que 'union d’un ensemble est
un ensemble (proposition 3.9 (c)). Cependant, les choses se passent moins
bien qu’en topologie, ceci est di principalement au fait que 'on n’a pas
I’axiome du choix.
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Chapitre 5

Les ensembles bien fondeés

Dans ce chapitre, nous étudierons la notion d’ensembles bien fondés dans
GPK™, nous verrons que I’on peut les définir par induction de la méme
maniere que dans ZF. Certaines propositions, qui sont tout a fait analogues
a celles de ZF, ne seront pas prouvées en détail. On peut les trouver dans,
par exemple, [22], ch. III.

Définition. Un ensemble a est dit étre bien fondé ssi
(Vy2a) 3y €y)y' Ny =2.

On note BF' la classe des ensembles bien fondés.

Pour chaque ordinal «, on définit, par induction, ’ensemble r, suivant:

ro = |J Prg. La premiére chose & faire est de vérifier que pour chaque
B<a
a, T4 est bien un ensemble (sinon la proposition précédente n’aurait pas

de sens). On peut supposer, par induction, que pour chaque 8 < a, rg
est bien un ensemble. Soit la fonctionnelle f de domaine «, f(8) = rg.
La fonctionnelle f est une fonction par la proposition 3.5. On a alors
ro ={z|(3B8 € a)|x C f(B)}, ro étant défini par une formule BPF, il est

un ensemble. On définit la classe R: R = |J ro. Le but de ce chapitre
acOn
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est de prouver que R est une classe d’ensembles isolés et que R = BF'. On
commence par la proposition suivante.

Proposition 5.1.
» Sia<a (e, €0n),onaraGra.
» Sia=p+1,onar,="Prg.

» Si X est un ordinal limite, on ary = |J ra.
a<A

PREUVE. — Comme dans ZF. O

Prouvons maintenant que R est une classe d’ensembles isolés.

Proposition 5.2. R est une classe d’ensembles isolés; elle est donc ouverte.

PREUVE. — Supposons, par ’absurde, que ce ne soit pas vrai et soit «

le plus petit ordinal tel que r, n’est pas un ensemble d’ensembles isolés.

On ar, = |J Prs. Pour chaque 8 < «a, rg est donc un ensemble d’en-
B<a

sembles isolés et, en vertu de la proposition 3.7, il en est de méme de Prg.
Ceci montre que r, est un ensemble d’ensembles isolés contrairement a
I’hypothese. O

On définit aussi une fonctionnelle RG de domaine R. RG(z) = le plus petit

a tel que x € ro (RG(x) est dit étre le rang de x). On remarque, comme
dans ZF, que le rang d’un ensemble est toujours un ordinal successeur.

Proposition 5.3. La classe R a la propriété suivante:
Va (a € R < a C R).

Si RG(a) = «, le rang des éléments de a est strictement inférieur a a.

PREUVE

=:S0it @ € R et soit 8+ 1 le rang de a. On a a € R4 et donc a C Rg,
ce qui donne a C R.
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<:Soit @ C R et considérons la fonction RG |a. C’est une fonction par
les propositions 3.5 et 5.2. La classe { RG(x) | T€a}= im(RG|a) est
donc un ensemble d’ordinaux, soit « sa borne supérieure. On a donc
a C R, et donc a € R,41, ce qui montre que a € R.

Pour la seconde partie, soit a un ensemble tel que RG(a) = a =+ 1 et
soit b € a. On a donc b € Rg et donc RG(b) < a. O

Proposition 5.4. Chaque ordinal « est dans R, son rang est a + 1.
PREUVE. — Comme dans ZF. a

Lemme 5.5. La classe BF' a la propriété suivante :

Vz (x C BF = z € BF).

PREUVE. — Montrons que z ¢ BF = x ¢ BF'. Supposons que = ¢ BF,
soit y > x telle que Vo' € y, y' Ny # @. Comme z € y,on a x Ny % .
Soit a € z Ny, on adonc y 3 a et (Vy' € y)y' Ny # &, ce qui montre que
a ¢ BF bien que a € z et donc que z ¢ BF. O

On prouvera a présent que R est la classe des ensembles bien fondés.
Proposition 5.6. R = BF.

PREUVE

(a) R C BF': il suffit de montrer que pour chaque ordinal « : ro, C BF'. Soit
ap le plus petit ordinal a tel que r, ¢ BF s’il en existe. Distinguons
deux cas:

» oo =+ 1 estsuccesseur.
Soit « € 14y, on a & € Prg et donc & C rg; mais rg C BF (hy-
pothese sur ag) et donc © C BF; ceci entraine € BF (lemme 5.5).
On a donc montré que r,, C BF, ce qui contredit la définition
de Q.

» o est limite.

On a ry, = U rp. Par hypothese V8 < ag, rg C BF et donc
B<ao
roo C BF, contredisant la définition de «yp.
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(b) BF C R: montrons que Va(a ¢ R = a ¢ BF). Soit a ¢ R, on doit
montrer que Jy 3 a Vy' € y y' Ny # @. On peut prendre y = R
en effet, R étant une classe d’ensembles isolés, elle est ouverte et donc
R¢ est un ensemble; de plus a € R¢, Vy' € R° R°Ny' # @ (sinon
on aurait (Jy’ ¢ R)(y’ C R), ce qui est impossible en vertu de la

proposition 5.3). O
Proposition 5.7. Soient a1, ... ,a, des ensembles bien fondés.
Soit T'(x1, ... ,x,) une formule dont chaque quantificateur prend 'une

des formes suivantes: Vo € y, Vo Cy, v € y, Jx C y.
Dans ces conditions, on a:

T(a1,...,ay) & BF ET(a1,...,ay)-

PREUVE. — Evident en utilisant la proposition 5.3 et le fait que R = BF'.
O
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Chapitre 6

Une interprétation de ZF et
de KM dans GPK*

Dans ce chapitre, on montrera que les ensembles bien fondés de GPK™
interpretent la théorie habituelle des ensembles ZF pourvu que ’on ajoute
une forme de Paxiome de l'infini & GPK™. Nous verrons ensuite que l’on
peut interpréter la théorie des classes de Kelley-Morse (KM) en représen-
tant les classes d’ensembles bien fondés de GPKY (la théorie GPK™ avec
'axiome de l'infini) par des ensembles de GPKY .

Ajoutons donc & GPK™ I'axiome de I’infini sous la forme suivante:
INF: 1l existe un ordinal limite.

On note GPKZ, la théorie GPK' + INF. Remarquons que dans GPK™,
cet axiome n’est pas équivalent & I’axiome de l'infini INF’ habituel.

INF': 3z (@ €ex AVy(y €z = yU{y} €x)).

On voit facilement en prenant z = On que GPK™ E INF'. Le fait que
GPK™ ¥ INF découle des résultats de [11]. Les lecteurs ayant lu cet article
verront que I'hyperunivers N,, qui y est défini est un modele de GPK™,
mais que N, ¥ INF.

Nous avons & présent tous les outils nécessaires pour montrer que les en-
sembles bien fondés de GPK interprétent ZF.
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Théoréme 6.1. La classe BF avec 'appartenance est une interprétation
de ZF dans la théorie GPK .

PREUVE

» Extensionnalité: Evident puisque I'on a 'extensionalité dans GPK[ .

» Réunion: Si a est un ensemble | Ja est un ensemble par la proposi-
tion 3.9 (c). Il suffit alors de montrer que sia € BF, | Ja € BF (utiliser
la proposition 5.7) ou, de maniere équivalente, | Ja C BF (propositions
5.3 et 5.6). Soit z € |Ja, on a donc z € y € a pour un certain ensemble
y. Comme a € BF,on a y € BF et ¢ € BF (proposition 5.3 appliquée
successivement a a puis a y). Ce qui donne | Ja C BF et le résultat.

» Ensemble des parties: Si a est un ensemble, Pa est un ensemble par
la proposition 3.9 (b). Montrons que si a € BF, Pa € BF. 1l suffit
de montrer que Pa C BF. Soit x C a et montrons que z € BF'.
En appliquant la proposition 5.3, on a x C a C BF, donc z C BF
et a nouveau, par la proposition 5.3, z € BF. On a donc montré
x € Pa = z € BF'; ce que l'on voulait.

» Schéma d'axiomes de remplacement: Soit ' C BF une fonction-
nelle pour la structure (BF,€) (c’est-a-dire une classe de couples
définissable avec parametres dans (BF,€) satisfaisant la propriété
définissant une fonctionnelle). Clairement F' est aussi définissable (avec
parameétres) dans GPK® . F est donc une fonctionnelle au sens de
GPKZ . Soit a € BF et soit f = F ,» J est une fonction par la pro-
position 3.5. La classe {F(z) | « € a} = im(f) est donc un ensemble.
Comme F' C BF, on a aussi im(f) € BF (utiliser la proposition 5.3);
ce que l'on voulait.

» Axiome de l'infini: On vérifie la forme usuelle de I’axiome de I'infini:
(B €exAVy(y € z = yU{y} € x)). Cet axiome est vérifié dans
(BF, €): il suffit de prendre z = A ou \ est un ordinal limite (qui existe
par hypothese).

» Axiome de fondement: Les ¢léments de BF sont évidemment des
éléments bien fondés dans (V, €) (V' étant la classe universelle). I1 est
treés facile de voir qu’ils restent bien fondés vu comme éléments de
(BF,€). m|

On a montré que les ensembles bien fondés de GPKY interpretent la
théorie ZF. Les ensembles bien fondés contiennent donc des ordinaux au
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sens de la définition habituelle d’ordinaux dans ZF. La proposition sui-
vante dit que ceux-ci sont exactement les ordinaux de GPKX .

Proposition 6.2. Soit a un ensemble de GPK, . On a:

On(a) <& BF F « a est un ordinal ».

PREUVE. — Les ordinaux de GPK sont bien fondés car ils appartiennent
trivialement a la classe R comme définie dans le chapitre 5 et que cette
derniere est égale & BF' (proposition 5.3). On déduit alors la preuve du fait
que On(a) est une formule satisfaisant ’hypothese de la proposition 5.7
et de la proposition 5.3. O

Remarquons & présent que 1’on obtient la preuve de la proposition 4.13
comme corollaire immédiat des résultats précédents.

Un ensemble a sera dit héréditairement isolé si la cloture transitive trcl(a)
de a est un ensemble d’éléments isolés. Notons HIS la classe des ensembles
héréditairement isolés. Comme pour toute les propriétés héréditaires, on
peut montrer sans trop de difficultés la propriété suivante:

Proposition 6.3. Vo « C HIS < x € HIS.

Il est alors possible de montrer que la classe HIS avec I’appartenance forme
une interprétation de ZF, (c’est-a-dire ZF sans ’axiome de fondement).
Un examen de la preuve du théoréeme 6.1 montre en fait que toute classe
d’ensembles isolés vérifiant la propriété de la proposition 6.3 forme une
interprétation de ZFy. Ceci donne la proposition 6.4.

Proposition 6.4.
Soit A une classe d’ensembles isolés telle que Vx (z € A & z C A).
Dans ces conditions (A, €) est une interprétation de ZFy.

Nous nous proposons a présent d’étendre le théoreme 6.1 et de donner une
interprétation de la théorie de Kelley-Morse (KM). L’idée est d’essayer de
représenter les classes d’ensembles bien fondés par des éléments de GPK™.
Ceci est possible en représentant une classe A C BF par sa cloture A. Les
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éléments de BF étant isolés, on vérifie que A= ANBF, ce qui permet de
retrouver A a partir de A.

Donnons donc la définition suivante:

Définition. a est une KM-classe s’il existe une classe A (au sens de GPKY)
satisfaisant A C BF et A = a.

Telle quelle, la définition « étre une KM-classe » n’est pas une formule du
premier ordre. La proposition qui suit dit qu’en fait « étre une KM-classe »
est une formule du premier ordre; il donne une formule I'(z) a une variable
libre z telle que « x est une KM-classe » < I'(z).

Proposition 6.5. Si a est un ensemble de GPK, on a que a est une KM-
classe ssi a N BF = a.

PREUVE. — Si a est une KM-classe, soit A une classe (au sens de GPK)
d’ensembles bien fondés telle que A = a. Les éléments de BF étant isolés,
on a clairement AN BF = A et donc AN BF = A ou encore a N BF = a.
Si a N BF = a, on pose A = aN BF; clairement A est une classe (au sens
de GPKL) telle que 4 = a. O

A présent, nous utiliserons donc la condition de la proposition 6.5 comme
définition de KM-classe. On définit la relation d’appartenance €* sur les

KM-classes: a €* b RL € BF N a € b. Notons KM la structure formée
des KM-classes et de la relation d’appartenance €*.

Théoréme 6.6. La théorie GPK interpréte KM.

PREUVE. — On va montrer que M est une interprétation de la théorie de
Kelley-Morse. Définissons un KM-ensemble comme étant une KM-classe
a telle que KM E Jx a €* © (c’est la définition habituelle d’ensemble
dans KM). On voit aisément que les KM-ensembles sont exactement les
ensembles bien fondés de GPK . On voit aussi que si a et b sont deux
KM-ensembles, alors a € b < a €* b. Commencons par vérifier "axiome
d’extensionalité sur les KM-classes. Soient a et b deux KM-classes et sup-
posons que KM E Vz (z € a < z €* b). On a donc aN BF = bN BF
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et donc aussi a N BF = bN BF; ce qui donne a = b. KM vérifie aussi les
axiomes concernant les ensembles de la théorie KM. Ce sont ceux de ZF,
qui ont été prouvés dans le théoreme 6.1, sauf le schéma de remplacement
qui devient un axiome unique (voir annexe). On vérifie que ce dernier est
satisfait en remarquant que dans le théoréeme 6.1, on a en fait montré que
I’on a le remplacement pour toute fonctionnelle F' de GPKY et pas seule-
ment pour toute fonctionnelle F' définissable dans la structure (BF,€)
comme cela aurait été suffisant pour ZF. O

Dans les chapitres qui suivent, lorsque 'on parlera de KM-classe, nous
entendrons en fait une classe (au sens de GPKZ) d’ensembles bien fondés
et pas sa fermeture. On utilisera le symbole d’appartenance habituel € et
pas €*. Cette maniere de faire est plus intuitive et revient en fait au méme
puisque si A est une classe (au sens de GPKZ,) d’ensembles bien fondés,
onaVrz € A& xer A

De cette maniere une KM-classe est un KM-ensemble ssi elle est un en-
semble bien fondé au sens de GPK . Autrement dit une KM-classe est
propre ssi elle a un point d’accumulation (au sens de GPK;).
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Chapitre 7

La théorie originale GPK

Pour prouver les théoremes des paragraphes précédents, on a ajouté a la
théorie GPK de [26] et [11] un schéma d’axiomes (CL) et une forme de
Paxiome de l'infini (INF). Il serait intéressant de voir ce qui se passe sans
ces axiomes. C’est ce que nous nous proposons de faire dans ce chapitre. On
voit facilement que sans I’axiome de 'infini, on peut interpréter la théorie
KM_, (c’est-a-dire la théorie de Kelley-Morse sans 'axiome de l'infini)
dans GPK™. On voit en effet que dans les preuves des théoremes 6.1 et 6.6
on a seulement utilisé I’axiome de I'infini de GPKZ, pour prouver ’axiome
de linfini dans ZF et dans KM. On verra en fait (théoreme 11.1') que,
réciproquement, il est possible d’interpréter la théorie GPK™ dans KM _ .
Définissons a présent la théorie GPK, comme étant la théorie GPK+INF.
Nous allons montrer qu’une adaptation des résultats précédents permet
toujours d’interpréter la théorie ZF.

On commencera par remarquer que la proposition 2.1 disant que, dans
GPK, toute classe définie par une formule sans parameétres a une cloture
admet une généralisation disant que toute classe définie par une formule
dont les parametres sont isolés a une cloture. Ceci s’inspire d’un résultat
élémentaire disant que la théorie ZF sans parametres est équivalente a la
théorie ZF. Ensuite on adaptera les propositions des paragraphes précé-
dents. Souvent il suffira de remplacer dans ces dernieres les formules quel-
conques par des formules sans parametres. Souvent aussi les preuves de
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ces propositions adaptées consistent simplement & remarquer que, moyen-
nant I’adaptation de I’énoncé, les classes dont on prend la cloture sont
définies sans parametres dans les preuves des propositions correspondantes
de GPK™ (ou GPKL)). Dans pareil cas, nous ne récrirons pas ces preuves
mais nous nous contenterons de mentionner la proposition de GPK™ cor-
respondante. Les définitions de notions telles que ensemble isolé, point
d’accumulation, ordinal étant les mémes que dans GPK™, elles ne seront
pas systématiquement rappelées.

Rappelons que dans GPK, on dit qu’une classe A a une cloture si J{z |
A C z} est un ensemble, celui-ci est alors noté A ou cl(4). Comme dans
GPK™ une classe qui est un ensemble est dite fermée; elle est dite ou-
verte ssi son complément est un ensemble. Dans ce chapitre, on se place
donc dans GPK, ou lorsque ce sera mentionné explicitement dans GPK ..
Les résultats du paragraphe 1 concernant notamment le maniement des
couples ont été montrés dans GPK et restent donc valables (en fait CBPF
suffit pour ces derniers).

Proposition 7.1. (cfr. proposition 3.1).

(a) Soit A une classe et soit f une classe fermée (c’est-a-dire un en-
semble) telle que A C f. Supposons que pour chaque ensemble
x € f et pour chaque classe ouverte U comprenant x, on ait
UNA# @. Dans ces conditions A a une cléture et A = f.

(b) Supposons que A ait une cléture A, alors on a pour chaque z : x €
A ssi toute classe ouverte U avec x € U satisfait U N A # @.

Proposition 7.2. (cfr. proposition 3.3). Soient U et W deux classes ou-
vertes et soit ¢ I'ensemble des couples, alors il existe une classe ouverte
O telle que ONec=U x W.

Notons I la classe des ensembles isolés. Voici la proposition clef de GPK.
Elle dit que toute classe définie par une formule dont les parametres sont
isolés a une fermeture (elle est exprimable par un schéma).

Proposition 7.3.Va; € I,... ,Va, € I:

Az [Vz (I'(z,a1,... ,a,) = 2 € )
/\(Vy(VZ (F(Zvalv"' 7an) :>Z€y)) :>$Cy],
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pour chaque formule quelconque I' dont les variables libres sont parmi
Z,Q1, ... Q.

PREUVE. — On suppose, pour simplifier ’écriture, que I' a un seul pa-
rametre isolé a et on montre la proposition pour I'(z, a). Soit a un ensemble
isolé et définissons la classe A = {z | ['(z,a)}. Définissons aussi la classe
B = {(z,1) | [(z,t)}, celle-ci est définie sans parametres (rappelons que
I'on peut manier les couples dans GPK) et a donc une cléture B (pro-
position 2.1). Soit f la classe suivante f = p; (Eﬁ V x {a}) ou pp est la
fonction définie sur I’ensemble des couples: p; (z,y) = z, V étant la classe
universelle. I1 est facile de montrer que f est fermée et que A C f. On ap-
plique alors la proposition 7.1 (a) pour montrer que A existe et que A = f.
Soit = € f et soit U une classe ouverte avec ¢ € U. Notons ¢ ’ensemble
des couples. Soit O une classe ouverte telle que ONe =U x {a} (propo-
sition 7.2). Clairement (z,a) € O et (z,a) € B. On a donc ONB # &
(proposition 7.1 (b) et donc, par définition de O, UN A # &; ce qui achéve
la preuve. O

Proposition 7.4. (cfr. proposition 2.3).
(a) La classe vide (@) et la classe universelle (V) sont ouvertes et
fermées.
(b) L’union de deux classes fermées est fermée.

(c) L’intersection des éléments d’une classe définie par une formule
dont les paramétres sont isolés est une classe fermée.

Proposition 7.5. (cfr. proposition 3.2). Si U est une classe ouverte et f
une fonction, I'image inverse de U par f: f,1(U) = {y | fly) eU}
est l'intersection d’une classe ouverte avec le domaine de f.

Proposition 7.6. (cfr. lemme 3.4). Soit f une fonction et A une classe
définie par une formule dont les parameétres sont isolés et tel que
A C dom(f). Alors la classe {f(m) | T € A} a une cloture et, de plus,

d{f(z)|ze A} ={f(z) |z e cl(A)}.

PREUVE. — La preuve est une adaptation évidente du lemme 3.4 si ’on
songe & utiliser la proposition 7.1 (a). O
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Voici I’adaptation de la proposition 3.5. Attirons ’attention sur le fait que
I’on demande ici que a soit un ensemble d’ensembles isolés et, pas seulement,
un ensemble discret comme c’était le cas pour la proposition 3.5.

Proposition 7.7. Soit a un ensemble dont chaque élément est isolé et soit
G une fonctionnelle définie par une formule dont les parameétres sont
isolés. Soit F' = G|a =GN (axV) (V étant la classe universelle).
Dans ces conditions, la fonctionnelle F' est une fonction.

PREUVE. — Il suffit pour pouvoir appliquer la preuve de la proposition 3.5
de montrer que F' a une cléture. On va utiliser la proposition 7.1 (a) pour
montrer que F' = GN(ax V) (GN(ax V) est clairement une classe fermée
contenant F'). Soit donc (z,y) € G avec = € a. Soit O une classe ouverte
telle que O Ne = {x} x V (proposition 7.2). Pour chaque classe ouverte U

avec (z,y) € U, on vérifie que (U N O) N F # &; ce que l'on voulait. O

1l est également possible de donner une adaptation de la proposition 3.5
convenant aux ensembles discrets.

Proposition 7.7". Soit a un ensemble discret, toute fonctionnelle F' telle
que dom(F) C a, définissable par une formule dont les paramétres
sont isolés, est une fonction.

Remarque. La proposition 7.7 n’est pas, comme on pourrait en avoir 1’im-
pression un corollaire immédiat de la proposition 7.7’. En effet, il faut
remarquer que dans la proposition 7.7, F = G|a est définie a l'aide
du parametre a, qui n’est pas nécessairement isolé. Ceci explique aussi
pourquoi on a, dans la proposition 7.7, demandé que a soit un ensemble
de points isolés et pas seulement un ensemble discret.

Corollaire 7.8. Toute classe A ayant une cloture et incluse dans un en-
semble discret est un ensemble.

Proposition 7.9. (cfr. proposition 3.7). Tout ensemble dont chaque élément
est isolé est lui-méme isolé.
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PREUVE. — 1l suffit pour pouvoir appliquer la preuve de la proposition 3.7
de montrer que la fonctionnelle d de la preuve de cette derniere est une
fonction. Il suffit pour cela d’appliquer la proposition 7.7 a la fonction-
nelle G, dont le domaine est la classe des points isolés, définie de la maniere
suivante: G(z) = {y | y # =} ]

La proposition 3.8 est satisfaite sans aucun changement dans GPK. On
voit aussi que les axiomes de la paire, de I’ensemble des parties ainsi que
de la réunion sont satisfaits. En ce qui concerne ’axiome de la réunion, la
fonctionnelle |J : # — |J z est une fonction (c’est-a-dire est un ensemble).
De méme, la proposition 3.11 est aussi satisfaite dans GPK. On reviendra
plus loin sur I'axiome de la fermeture transitive.

Venons-en maintenant aux ordinaux dans GPK. On va montrer que, comme
pour GPK™, ils sont isolés. On commence par montrer les faits suivants:

Proposition 7.10.

(a) Les éléments d’un ordinal sont des ordinaux: o € On = a C On.

(b) Si « est un ordinal, a ¢ «.

(c) Les segments initiaux qui sont des ensembles d’un ordinal @ sont
a et les éléments de a.

(d) Soient a et B deux ordinaux, onaa C < (a=0 V a € f).

(e) Soient a et B deux ordinaux, alorsa € 3 V a=p V pE€a.

(f) Tout ensemble d’ordinaux a une borne supérieure qui est la réunion
des éléments de cet ensemble.

(g) La classe On n’est pas un ensemble: On = On U {On}.

PREUVE. — Elle se fait comme dans les chapitres précédents. Pour (c),
remarquer que si ¢ est un segment initial de a qui est un ensemble o'\ i =
{Bea|Vyei yep} est un ensemble. O

Voici maintenant les propositions permettant de faire des définitions et
des démonstrations par induction sur les ordinaux.

Proposition 7.11. (cfr. proposition 4.8).
Soit I'(x, @) une formule quelconque dont les variables libres sont parmi
z,d. Pour chaque n-uple @ d’ensembles isolés, on a: s’il existe un or-
dinal « tel que I'(a, @) alors il existe un ordinal minimum «q tel que
F(Ozo, (3:) .
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Corollaire 7.12. Les ordinaux sont isolés.

Proposition 7.13. (cfr. proposition 4.14). Soient « un ordinal, M la classe
des fonctions dont le domaine est un ordinal 8 < «a, H une fonction-
nelle de domaine M définie par une formule dont les paramétres sont
isolés; alors il existe une unique fonction f de domaine « telle que

V8 <af(B)=H(f|,).

Proposition 7.14. (cfr. proposition 4.15). Soient M la classe des fonctions
dont le domaine est un ordinal, H une fonctionnelle de domaine M
définie par une formule dont les paramétres sont isolés. Dans ces condi-
tions, il est possible de définir une fonctionnelle F' de domaine On telle
que F(a) = H(F|a) pour chaque ordinal a.. C’est la seule fonctionnelle
ayant ces propriétés.

On définit comme dans GPK*: rg = @, 74 = | Prg (remarquer que la
B<a
fonctionnelle H de la proposition 7.13 nécessaire pour définir les r, par

induction est définie sans parametres). Soit R = |J r,. On prouve que
a€eOn

la classe R ainsi définie se comporte comme dans GPK™'. En résumé, ceci
donne:

Proposition 7.15.
» VYae€ On rop1 =Pr,.
» Si)estlimitery= |J rq-
a<<A
» VYae€ On,Va' € On a<a’=>ra§raz.
Va € On, a € R; de plus RG(a) = a + 1.
» Si RG(a) = a, le rang des éléments de a est strictement inférieur
aa.
» V2 zCR&zER.
» R = BF (BF étant la classe des ensembles bien fondés définis
comme dans GPK™).

» BF est une classe d’ensembles isolés.

v

On se propose maintenant de traiter le cas de la cloture transitive dans
GPK. Dans GPK™, on avait défini la cléture transitive d’un ensemble a
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comme étant 'intersection de la classe suivante {:1: | TDaATest transitif}.
Cette classe est définie a aide du parametre a; rien ne dit, a priori,
que cette intersection soit un ensemble. On va cependant montrer que
I'on a l'axiome de la cloture transitive si I’on dispose de 'axiome de
Iinfini INF. Plagons-nous donc dans GPK,, = GPK + INF. L’idée est
de définir la fermeture transitive comme dans ZF, trcl(a) = {a} Ua U
UauUJUeUuUUUaU ---. La fonctionnelle H de la proposition 7.13
ne peut servir a définir une fonction par induction que si ses parametres
sont isolés. On ne peut donc pas définir trcl(a) directement comme étant
{a}UaUJaUUUaeUlUUUaU:-- car on utiliserait le parametre a.
Définissons une fonction g de domaine w (’ensemble des naturels, c’est-a-
dire des ordinaux finis) par induction sur n:

9(0) = {(z,2) | z eV} (V étant la classe universelle)
g(n) {(@,9) | U=z,y) €gln—1)} sin+#a.

11 faut remarquer qu’a chaque étape n, la classe { (z,y) | (Uz,y) egln—1)}
est un ensemble car elle est définie par une formule BPF (ayant g(n — 1)
pour parametre). Il faut aussi vérifier que la fonctionnelle H de la propo-
sition 7.13 servant a définir g n’a pas de parametres; autrement dit qu’elle
soit définissable par une formule ayant une seule variable libre représentant
g|n; ce qui est clairement vrai (remarquer aussi que l'on peut retrouver

g(n — 1) a partir de g|n) On vérifie que pour chaque n € w, g(n) est

une fonction; intuitivement celle-ci envoie un ensemble = sur (J...Jz.
~——"
n fois
On définit maintenant la fonction h dont le domaine est w x V de la

maniere suivante: h(n,z) = (g(n))(z). On vérifie que h est bien une fonc-

tion (c’est-a-dire un ensemble) car elle est définie par une formule BPF

(ayant g pour parametre). Clairement la fonction h fait correspondre au

couple (n,z) Pensemble | J...|Jz. A présent on peut voir que ’ensemble
n fois

{a}U Uim (h|wx{a}) est la cloture transitive de a. On a donc prouvé la

proposition suivante dans GPK,.

Proposition 7.16. (dans GPK).
Tout ensemble a a une cléture transitive trcl(a).

Remarquons que dans la preuve de cette proposition, on a utilisé I’axiome
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de Vinfini, ce qui n’était pas le cas dans GPK™. Prouvons & présent que
la classe BF' avec I’appartenance interprétent ZF dans GPK.

Théoréme 7.17. La classe BF avec 'appartenance € interpréte ZF.

PREUVE. — Elle se fait comme pour GPK;FO. Remarquer, pour le schéma
de remplacement, qu’une fonctionnelle F' C BF définissable dans la struc-
ture (BF, €) est définissable dans GPK,, par une formule dont les pa-
rametres sont isolés (puisque par définition, ils doivent appartenir & BF).

O

Comme pour GPK™, on voit aussi que la théorie GPK interprete ZF _
(c’est-a~dire ZF sans 'axiome de l’infini). Il est connu que celle-ci est
mutuellement interprétable avec PA (’arithmétique de Peano).

Remarquons que ’on ne peut pas adapter la preuve du théoréme 6.6 don-
nant une interprétation de la théorie de Kelley-Morse. En effet, la défini-
tion de classes de KM comme étant un ensemble a satisfaisant a N BF = a
n’a plus de sens puisque rien ne dit que a N BF' a une fermeture.
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Chapitre 8

GPK™ n'est pas finiment
axiomatisable

Nous nous proposons de montrer que GPK™' n’est pas finiment axio-
matisable ou plus généralement qu’elle n’est pas axiomatisable par un
ensemble de formules dont le nombre de quantificateurs est borné. On
se place donc ici dans GPK™' ('axiome de l'infini n’est pas nécessaire).
En fait ceci découle assez facilement de [24] (cf. annexe). On doit donc
définir dans GPK™ une classe I de suites finies et les opérations ( ) et ~
(cfr. annexe § A.4). On les définit de maniere naturelle.

Définitions.

(a) I ={f | f est une fonction dont le domaine est un ordinal fini} .

(b) Pour chaque ensemble z, (z) est la fonction f suivante:
f=A(2,2)}.

(c) Sifeletgel, f~ g estdéfini comme suit. Soit n la « lon-
gueur » de la suite f c’est-a-dire n = max{x | z € domf} et m
la longueur de la suite g. On définit la fonction f —~ ¢ dont le
domaine est {z € w | r<n+m+1}:

ff\g(:v):{f(m) si z<n

glx—n—1) si n<zx<n+m+1

On vérifie alors treés facilement ’énoncé du théoreme A.2 de I’annexe. Pour
le schéma d’induction, on utilise la proposition 4.8 restreinte & ’ensemble
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des naturels. Remarquons toutefois que cette technique ne fonctionne plus
pour GPK car la formule I' du théoreme A.2 (g) de ’annexe pourrait avoir
des parametres non isolés.

Mentionnons aussi que la théorie CBPF (en d’autres termes GPK™ sans
le schéma CL) est finiment axiomatisable. Ceci a été montré dans [11] par
une technique qui rappelle la maniere dont on axiomatise finiment GB.
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Chapitre 9

Godel-Bernays dans GPK™

La théorie de Godel-Bernays est en fait la théorie ZF a laquelle on a
ajouté des classes, c’est-a-dire des collections définissables d’ensembles
(voir annexe). On se propose ici de faire la méme démarche dans GPK™
pour obtenir GBGPK ™. Disposant de classes, tous les schémas mentionnés
précédemment deviendront des axiomes uniques (comme cela se passe pour
la théorie de Godel-Bernays).

Le langage de GBGPK™ est celui de la théorie des ensembles. Les éléments

de GBGPK™ seront appelés « classes ». On définit le prédicat V(X),
signifiant « X est un ensemble » par V(X) &3y X e V. On note

V={z | V(z)} la classe des ensembles (on verra que, comme on peut
s’y attendre, V' est un ensemble). On notera les ensembles par des minus-
cules et les classes par des majuscules. Les axiomes de GBGPK™ sont:

Extensionnalité: VXVY ((Vz (z e X ©z2€Y))=> X =Y)
VIDE: (3z € V)Vy y ¢ .
Cy (BPF):

Vay € V.. Ya, eVIueEVVtEV (t€us p(t,al,...,a,)),

pour chaque formule BPF ¢ dont les variables libres sont parmi
(avala"' 7an)'
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» Schéma de compréhension pour les formules prédicatives:

VA1 .. VA, AUWEV (teU & U(t, Ay, ..., A)

pour chaque formule ¥(t, A4,,...,A,) dont les variables libres sont
parmi (¢, A1,...,A,) et ne comprenant pas de quantifications sur les
classes.

» CL:VAJaeV[ACaANMbeV)(ACb= aCb).

Exactement comme on montre que la théorie de Gédel-Bernays est équi-
consistante & ZF, on montre que cette théorie est équiconsistante & GPK™.
De plus, une formule I' de GBGPK™ ne mentionnant que des ensembles
est prouvable dans GBGPK™ si et seulement si elle est prouvable dans
GPK™. De maniére précise, & chaque formule I' de GPK™ sans variables
libres, on fait correspondre une formule I'" de GBGPK™ en remplacant
les quantifications Vz par Vo € V et dz par 3z € V. On montre que
GPK' E I' & GBGPK™ E I'. De plus, on montre que GBGPK™ est
finiment axiomatisable. Dans [19], Gdédel a montré que GB est finiment
axiomatisable. En examinant sa preuve, on voit qu’il a en fait montré
que le schéma de compréhension pour les formules prédicatives est fini-
ment axiomatisable; ceci pourvu que ’on dispose de ’axiome de la paire
sur les ensembles (ce qui est ici le cas). Le schéma CL est devenu un
axiome unique. Les autres axiomes de GBGPK™ sont finiment axioma-
tisables puisque ce sont ceux de CBPF restreints a V et que CBPF est
finiment axiomatisable comme mentionné dans le paragraphe précédent.
On conclut donc que GBGPK™ est finiment axiomatisable.
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Chapitre 10

L'axiome de la théorie de
Kelley-Morse: ¢ On est ramifiable »

Dans ce chapitre, on considere les théories KM et KMAC: KM + AC,
KM étant la théorie de Kelley-Morse, AC étant ’axiome du choix global
(laxiome de fondement ne sera pas utilisé dans ce chapitre. Il est connu
que KM et KMAC sont mutuellement interprétables.

Dans la théorie KMAC, la classe On se comporte comme un « cardinal
maximum ». C’est le cardinal des classes propres, en ce sens qu’une classe
A est propre ssi elle est en bijection avec On (ceci est connu et facile a
montrer; en fait la théorie GB + AC sulffit).

On rappelle que si k est un cardinal, un ensemble a est dit x-fini ssi #a < k
(#£a désigne le cardinal de a). Il est donc naturel, dans KM, de définir une
classe A comme étant On-finie ssi elle est un ensemble et On-infinie ssi
elle est propre. On remarque que tous les ordinaux sont On-finis. On note
également a < On pour « a € On ». Si A C On, on définit sup A comme
étant sup A au sens habituel si A est un ensemble, On sinon (sup A est
appelé le supremum de A). On peut a présent donner un sens a ’expression
« On est fortement inaccessible » en remplacant k par On dans la définition
d’inaccessibilité (voir annexe). Ceci donne:
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« On est fortement inaccessible »
deéf
=4

(a) Ya € Card 2* < On
(Card désigne la classe des cardinaux, 2% désigne #Pa)

(b) Toute union On-finie de cardinaux est On-finie.

Proposition 10.1.
« On est fortement inaccessible » est un théoréme de KM.

PREUVE. — Facile. O

On peut a présent généraliser la notion d’arbre de la maniere suivante. Soit
T une classe et soit <7 une relation d’ordre partiel strict sur 7' c’est-a-dire
vérifiant les conditions suivantes:

Va € T—(a <1 a)
YVaeTVbeTVeeT ((a<rbAb<rc)=a<rc)
—|(a <rbADb<p a).

Le couple (T, <7) ! (ou par abus de langage T') est dit étre un arbre ssi

(a) T a un élément minimum a (c’est-a-dire Vo € T'a <1 x) 2 appelé la
racine de l'arbre.

(b) Ya € T la classe suivante {z | # <7 a} est un ensemble qui est bien
ordonné.

On généralise alors de maniere évidente les notions de niveaux, successeur
d’un élément, branche, successeur d’une branche, longueur d’une branche
(si elle est une classe propre la longueur est par définition On).

Dans KM, on donne alors un sens a l'expression « On est ramifiable »:

« On est ramifiable » ((l:e)f tout arbre On-infini dont les niveaux sont On-finis
a une branche de longueur On.

Attirons lattention sur le fait que nous avons définit cette notion dans KM
et pas dans KMAC. Au point de vue des interprétations, la seule chose

1. Le lecteur n’émettra pas d’objection a 1’usage d’un couple de classes.
2. a <7 zsignifie a <r xVa=uz.
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qui nous intéresse vraiment dans le cadre qui nous occupe, ceci revient en
fait au meéme grace a la proposition suivante.

Proposition 10.2. KM + « On est ramifiable » et KMAC + « On est
ramifiable » sont mutuellement interprétables 3.

On va voir que « On est ramifiable » est un axiome tres fort. Il est connu
que si k est un cardinal fortement inaccessible et ramifiable, alors x est le
k-ieme cardinal inaccessible ou plus généralement que x est n-Mahlo pour
chaque n. On peut trouver une preuve de ce résultat dans [2], ch. B3. Une
adaptation quasi-immédiate de la preuve de [2], ch. B3 montre que « On est
ramifiable » entraine I’existence d’une classe propre de cardinaux inacces-
sibles (ou plus généralement n-Mahlo). La seule chose dont il faut se méfier
est que 'on ne dispose pas d’axiome permettant de choisir des classes
propres (mais bien de choisir des ensembles dans des classes propres). 11
faut aussi remarquer que dans KM, il y a moyen de représenter par des
classes des « fonctions » qui envoient des ensembles sur des classes 4.

Remarquons que ce résultat montre que KM + « On est ramifiable » est
plus fort, au point de vue de la consistance relative que KM. C’est-a-dire
que ’on ne peut prouver la consistance de KM + « On et ramifiable »
a partir de celle de KM. Il est facile de voir par contre que KM + « il
existe un cardinal k > w fortement inaccessible est ramifiable » permet
de prouver la consistance de KM + « On est ramifiable ». On voit en
effet que (Ry4+1,€)° ol K > w est un cardinal fortement inaccessible et

3. Nous remercions Robert Solovay pour nous avoir communiqué ce résultat.

4. Le lecteur voulant vérifier I’exactitude de cette affirmation procédera de la maniére

suivante (les numéros des lemmes et des théorémes sont ceux de [2] ch. B3, ainsi que

les notations utilisées).

» Il commencera par adapter le lemme 2.1 ainsi que le lemme 2.2.

» Il remarquera ensuite qu’il y a moyen d’adapter la preuve du théoreme 2.3 pour
montrer qu’il n’y a pas de fonction f injective vérifiant la condition de 1’énoncé
de ce théoréme (car dans ce cas on peut définir C¢ = {n|n > f~1(£)}; il n’y a pas
besoin de le choisir).

» Il adaptera ensuite facilement les preuves des théorémes 7.1, 7.2, 7.3 (ainsi que le
lemme 7.4); I’arbre T' de la preuve du théoréme 7.3 n’est pas tout a fait correct, il
faut prendre:

T ={s€S<"|VE<Ih(s)[s(€) < & et sest 1.1}.

5. Ru+1 étant I’ensemble des ensembles de rang < k + 1; k + 1 étant k U {x}.
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ramifiable est un modele de KM + « On est ramifiable » (réciproquement,
si (Rx+1,€) est un modele de KM + « On est ramifiable », alors & est
fortement inaccessible et ramifiable).
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Chapitre 11

La consistance de GPK

Dans ce chapitre, nous étudierons le niveau de consistance de GPK;FO. Le
but de ce chapitre est de prouver le théoreme suivant:

Théoréme 11.1. Les théories GPKY et KM + « On est ramifiable » sont
mutuellement interprétables (et donc équiconsistantes).

11.1. GPK interpréte
KM + « On est ramifiable »

Dans cette section, on se place dans GPK;FO. Nous avons déja montré
(théoréme 6.6) que GPK; interpréte KM. Notons KMgpk linterpréta-
tion de KM décrite dans le chapitre 6 (c’est-a-dire les classes, au sens
de GPK;FO, d’ensembles bien fondés de GPK;). Montrons que KMgpk F
« On est ramifiable ».

Considérons T' C BF, T est un arbre ordonné par inclusion (ceci ne res-
treint pas la généralité). Notons T I’ensemble des points de niveau A dans
T pour X\ € On. Soit s un point d’accumulation de 7. On va prouver que

VA 3lsy € Ty sy C s. (%)
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Clairement, (x) montre que T" est une On-branche.

Fixons donc A et soit H = T\ U (UT») U (UUT»)- Soit T = U T5.

Clairement s est un point d’accumulation de T". Montrons que =
{u|3TweT)vCu}

est un fermé.

En effet:

{u|3TweT\vCu}
= {u|FweT\vCu}
N{u|YwveThWeThvguVi guvo=v'}

v ¢ u est défini comme suit:
(Ftev)tdu vV (Ttev) (Vheu)(hedl))
ou d est la fonction de domaine H définie par d(z) = {y | y # =}.
Clairement
T'Cc{u| 3w eT\vCu},
donc aussi
T C{u|3IMveT\vCul,

donc v € T\ v C s, ce que 'on voulait.

11.2. KM + « On est ramifiable »
interpréte GPK

Dans cette section, on construira une interprétation de GPKZ, dans KM +
« On est ramifiable ». (On suppose que ’axiome de fondement est satisfait
dans KM.)

Les modeles qui ont été construits jusqu’a présent de GPK;Fo proviennent
directement des hyperunivers. Ceux-ci sont construits a 'aide d’un cardi-
nal k fortement inaccessible et ramifiable. L’idée générale est de construire
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un hyperunivers en utilisant On a la place de xk comme cardinal fortement
inaccessible et ramifiable. Les arguments de [11], [13] prouvant que les hy-
perunivers N, satisfont GPK ont été une source d’inspiration pour prouver
que notre interprétation satisfait GPK. . La construction des hyperunivers
entre dans le cadre d’'une méthode générale pour « compléter » des struc-
tures du premier ordre ([20]). La construction que nous donnons peut se
voir comme une adaptation de cette méthode. On va en fait « compléter »
la classe des ensembles de KM.

A partir d’ici, nous nous placons dans la théorie KM+ « On est rami-
fiable ». De la méme maniére que ’on utilise des classes dans ZF, nous
utiliserons des hyperclasses dans KM: une hyperclasse est une collection
définissable (avec parametres) de classes. Classiquement des énoncés du
genre « Soit 4 une hyperclasse, on a ... » se traduisent par des schémas.

Nous aurons besoin d’utiliser les équivalences ~,, (o € On) définies d’abord
par R.J. Malitz ([23]) et utilisées par M. Forti, F. Honsell et R. Hinnion
(essentiellement [11], [13]) pour construire les hyperunivers. Nous rappel-
lerons les principales propriétés que nous utiliserons de ces équivalences.

Les ~4 (o € On) sont définies par induction de la maniére suivante:

~o=V x V (rappelons que V est la classe universelle)

~A= U ~q (A étant un ordinal limite)
a<
a~ot1 bssi (Ve €a)(Fy € bz ~y y) A((Vy €b)(Fz € a)z ~4 )

pour chaque a,b € V.

On vérifie sans trop de difficultés, par induction sur «, que les ~, sont
des équivalences emboitées: sia € On et si B < o, alors a ~o b = a ~3 b;
a et b désignant deux ensembles quelconques.

Dans [23] R.J. Malitz a défini pour chaque x € V', ’ensemble
[z]la = U {y | Yy~ AVz ~q & RG(2) > RG(y)} )

Il remarque que [z]y ~ T, ce qui permet de choisir de maniére canonique
un représentant dans chaque classe d’équivalence modulo ~, (remarquer
qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser ’axiome du choix).
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La classe suivante My = {[z]o | # € V'} est donc une classe de représen-
tants pour chaque classe d’équivalences modulo ~,. R.J. Malitz montre
de plus que M, est en fait un ensemble.

L’idée de sa preuve est la suivante: prenons le plus petit 3 tel que Mg ne
soit pas un ensemble s’il en existe. L’ordinal 8 ne peut étre successeur. En
effet si @« = 841, on montrerait que P M, est un ensemble de représentants
pour les classes d’équivalences modulo ~, et on en déduirait que My
est un ensemble. L’ordinal 8 est donc limite mais ceci est impossible car
la fonction f de domaine My : f(z) = {[z]a)a<xr donne une injection de
M)y dans I’ensemble des A-suites (c’est-a-dire des fonctions de domaine \)
d’éléments de |J M,.
a<<A

Le lemme suivant est un résultat utile concernant les ~:

Lemme 11.2. Soient x et y deux ensembles et supposons que x ~, y avec
a > RG(x); alors © = y.

PREUVE. — Par induction sur «.

On en déduit le corollaire important suivant (rappelons que I’on a ’axiome
de fondement). O

Corollaire 11.3. Si z et y sont deux ensembles et si Va € On x ~q v,
alors x = y. Autrement dit

U ~o = {(:1:,:1:)|:1:€V}.

aeOn

On définit une « relation d’appartenance au niveau « », pour chaque or-
dinal o, sur V:

a€yb ssi Fa'I (0 ~yaAb ~,bAd €D,

de maniere équivalente, on a: a €4 bssiV3 < a3a’ ~5a o’ € b ('implica-
tion de droite & gauche est facile, pour ’autre prendre a’ = a, b’ = bU{a}).
On définit un net comme étant une fonction de On vers V' (un net est donc
une classe propre). Nous écrirons A, au lieu de A(a) pour I'image de a
par le net A. Etant donné un net Y, un net Y est dit étre un sous-net de
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Y ssi il existe une fonction F' : On — On croissante et injective telle que
Ya € On YOC = Yp(a).

Définition. Un net A est dit fortement Cauchy ssi VaV3 > a A, ~q Ap;
on écrira netfc comme abréviation pour « net fortement Cauchy ».

On fera les conventions suivantes: on utilisera

» les lettres latines minuscules (a,b,...) pour les ensembles (pour les
ordinaux, on utilise les lettres grecques minuscules «, 3, ... );

» les lettres latines majuscules (A4, B, ...) pour les netfcs;

» les lettres latines majuscules rondes (A, B,...) pour les hyperclasses
de netfcs.

On étend la définition des équivalences ~, aux netfcs: A ~, B ssi A, ~q
B,. On définit la relation d’équivalence &, ainsi que la relation d’appar-
tenance € sur les netfcs:

A=~ B ssi Ya A~, B;
A€EB ssi JA'dB" (A~ A)A(B'~B)A(NVaA., € B).

Il est évident que € est compatible avec ~. On vérifie sans difficultés
que A € B ssi Va A, €, By. Nous allons prouver que les netfcs avec
I’égalité interprétée comme étant ~ et I’appartenance interprétée comme
étant € vérifie les axiomes de GPKZ,. Ceci nécessite plusieurs résultats
préliminaires.

Le lemme suivant est capital, c’est le seul endroit ol 'on utilise I’axiome
« On est ramifiable ».

Lemme 11.4. Tout net a un sous-net fortement Cauchy.

PREUVE. — Soit A un net quelconque. Soit B le net suivant: B, =
(a, Ay). Définissons des ensembles Ty, pour chaque ordinal « par in-
duction. Ty = {(0, Ag)}, on construit T}, en mettant, pour chaque classe
d’équivalence U modulo ~,, le plus petit (au sens de la premieére com-
posante) élément (3, Ag) de B appartenant & U et non utilisé aupara-
vant (si un tel élément n’existe pas, on n’ajoute rien pour cette classe
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d’équivalence). La classe T, est un ensemble car il existe un ensemble de
représentant pour chaque classe d’équivalence modulo ~,. On met sur T
Pordre suivant: (8, Ag) <r (o, Ay) ssi B < a et Ag ~3 A,. Vérifions que
T est un arbre dont les niveaux sont On-finis (c’est-a-dire des ensembles).

» T estun arbre: (0,Ap) est la racine de T'. Si (a, Ay) € T, on vérifie
facilement que sur ensemble {(8, Ap) | (B,43) <r (a, Ay)} Dordre
<7 se confond avec l'ordre des premieres composantes des éléments
de cet ensemble; ce qui montre qu’il est bien ordonné.

» Les niveaux de T sont des ensembles: On vérifie facilement que le
a-ieme niveau de T est T, et 'on a déja montré que celui-ci est un
ensemble. Si T est On-fini (c’est-a-dire un ensemble), alors on voit

qu'il existe un @ T'= |J T¢. On voit alors, d’apres la définition de T,
£<a
que A est un net formé des seuls éléments de T', qui est un ensemble. Il

y a donc un sous-net de A constant et qui est donc fortement Cauchy.
Si T est On-infini, 'axiome « On est ramifiable » entraine l’existence
d’une branche de T' qui est une classe propre. La deuxiéme composante
de cette branche forme le sous-net fortement Cauchy recherché. a

A un ensemble a de KM, on fait correspondre le netfc constant a?V tel que
al = a pour chaque . Remarquons d’abord qu’un netfc A est équivalent
& un netfc constant ssi il est finalement constant (c’est-a-dire Ja Vs > «
Ag = A,); ceci est facile & montrer en vertu du lemme 11.2. Notons KM
I’hyperclasse des netfcs finalement constants.

Le lemme suivant dit, en gros, que sur M ’appartenance € coincide avec
I’appartenance € définie sur les ensembles de KM.

Lemme 11.5. Soit Y un netfc. OnayY € KM ssiVX €Y X € KM. Dans
cecas,ona X €Y ssix €y ou X est finalement égal & x (c’est-a-dire
JaVp > a Xg=x) et Y est finalement égal & y.

PREUVE. — Soit Y € KM et soit X € Y. Supposons que Y soit finalement
égal & y. On aVa € On 3zl ~, X, tel que 2, € y. Puisque y est un
ensemble, il existe un sous-net de (x!) qui est constant (puisqu’il n’y a
pas une classe propre de z!, avec z!, € y). Supposons que z! est dans ce

.
sous-net et soit p = RG(z!). Soit § > p tel que x5 = 2/. Si 6 > 4§, on a
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Ty ~5 Ty ~g Xg et donc zl, ~s 1y ~g Xg. Comme § > RG(z!) et que

6 > 6, on a par le lemme 11.2 me = z)j, = Xp; ce qui montre que X est
finalement constant.

Réciproquement soit Y un netfc et supposons que VX € Y X € KM.
SiY ¢ KM, on aurait pour chaque ordinal o, RG(Y,) > « (utiliser le
lemme 11.2). Soit X un net tel que Voo X, € Y,4+1 et RG(X,) > a. Soit
X' un sous-net de X fortement Cauchy. Clairement X' ¢ KM et X' €Y.
Supposons a présent que X soit finalement égal & x, que Y soit finalement
égala y et que X €Y. On trouve un a > RG(y) telque Y, =y et Xy =
et on en conclut que z € y. O

Dorénavant, nous identifierons les ensembles de KM avec les netfcs fina-
lement constants; on peut le faire puisque, d’aprées le lemme 11.5, ils ont
les mémes éléments. On étend la définition de € et &~ aux hyperclasses de
netfcs de la maniere suivante:

A€AedA ~A A e A (A étant un netfc)
AxB& (VX EAXEB)A(VXEB, X EA).

On peut définir d’autres symboles C, N en remplacant dans leurs définitions
usuelles = par & et € par €. Quand il n’y aura pas de danger de confu-
sions, on écrira A € A et on dira que A est un élément de A, de méme pour
€,N, ... De méme, nous identifierons les hyperclasses ~-équivalentes.

Pour les netfcs ainsi que pour les hyperclasses, on travaillera en fait dans
le quotient par la relation ~. C’est cette présentation qui est utilisée dans
[20]. Nous avons préféré ne pas 'utiliser ici car contrairement & [20], cela
nous aurait forcé & manier des super-hyperclasses (collections d’hyper-
classes), ce qui aurait causé des difficultés supplémentaires.

On définit une opération de cloture sur les hyperclasses de netfcs (qui
correspondra & la cloture d’une classe dans GPKZ).

Définition. B
Soit A une hyperclasse de netfcs, on définit A, la cléture de A, par:
A={X |Va3X'(Xo ~a X,ANX'EA)}.

On écrira parfois cl(A) au lieu de A.
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On vérifie que A~ A, ACTA, AUB=AUB, J ~ @ (ici & représente
la classe vide de netfcs). Ce sont les axiomes d’un espace topologique
définis a partir de la cléture topologique, a ceci pres que cette cloture ne
s’adresse qu’aux hyperclasses de netfcs, c’est-a-dire, en gros, aux collec-
tions définissables de netfcs. On se permettra donc d’utiliser le langage
topologique. En fait on verra que cette opération de cloture que ’on vient
de définir donnera l'opération de cloture de GPKZ (cfr. chapitre 2); les
hyperclasses de netfcs sont en fait les classes de GPK} . Nous n’utiliserons
pas, dans la suite, de résultats topologiques sans en adapter la preuve (sauf
si celle-ci est triviale). Le fait que ’on a une « topologie » ne doit servir
que d’intuition pour I’élaboration et la preuve des résultats dont on aura
besoin.

On définit, comme en topologie, la notion d’hyperclasse fermée: une hyper-
classe A de netfcs est fermée ssi A ~ A. Naturellement, une hyperclasse .A
de netfcs sera dite ouverte si son complément A° = {X | X ¢ A} est fermé.

Appelons une hyperclasse base-ouverte si elle est de la forme {Y | Y, ~q z}

ot = est un ensemble et a un ordinal fixé. A Phyperclasse {Y | Y, ~a x},
on peut associer ’ensemble suivant ([z]n, ). Cette remarque permet de
traduire par des formules du premier ordre sur le langage (€, ~) des for-
mules du genre « il existe une hyperclasse base-ouverte tel que ... » ou
« pour toute hyperclasse base-ouverte, on a ... ».

Vérifions que l'intersection de deux hyperclasses base-ouvertes est une
hyperclasse base-ouverte. Soit U = {X | Xq ~qa}, V = {Y | Y3 ~5y}
et supposons B < a. OnalUNVr@sizcwgy; UNV USIz ~gy.

Lemme 11.6. Une hyperclasse A de netfcs est fermée ssi VX ¢ A, il existe
une hyperclasse base-ouverte U telle que X €U et U N A~ @.

PREUVE. — Facile. O

On voit facilement que ’hyperclasse V' de tous les netfcs ainsi que ’hyper-
classe vide & sont fermées (le fait pour lequel on utilise une lettre droite
pour ’hyperclasse universelle sera justifiée par le lemme 11.9 qui montrera
que V correspond a un netfc).

On remarque également que les hyperclasses de netfcs sont stables par
union binaire. On voit aussi que si A est 'intersection d’une famille quel-
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conque de netfcs, alors A est fermée pourvu que A soit une hyperclasse de
netfcs (c’est-a~dire pourvu que A soit définissable).

Cette derniere affirmation n’est pas exprimable au premier ordre dans
KM. C’est une affirmation concernant le modele de KM dans lequel on
travaille, faite & 'extérieur de celui-ci. Ce résultat ne figure ici que pour
nous conforter dans I'idée que 'on a un « espace topologique », il ne figure
dans aucune preuve formelle.

On peut voir en fait que notre « topologie » est une On-topologie dans le
sens suivant. Appelons On-finie une collection d’hyperclasses base-ouvertes
ssi il existe un ensemble de représentants pour ces hyperclasses. On voit
alors facilement que l'intersection des éléments d’une hyperclasse On-
finie d’hyperclasses base-ouvertes est une hyperclasse base-ouverte. Nous
voyons aussi que les hyperclasses base-ouvertes sont fermées et on a donc
une « topologie » 0-dimensionnelle. En fait, on a un « espace uniforme » en
prenant les collections suivantes comme entourages: {(X ,Y) | X ~q Y}
o a € On (on verra plus tard que 'usage d’un couple de netfcs ne pose
pas de problemes).

Les classes de KMapk suivantes: {z | T ~q a} olt a parcourt On et a par-
court V' (la classe de tous les ensembles) sont appelées classes d’équivalence
modulo a. Celles-ci correspondent aux hyperclasses bases-ouvertes de la
forme {X | X4 ~q a} (ici X est un netfc). Nous ne ferons pas toujours
explicitement la distinction entre les classes d’équivalences modulo « et
les hyperclasses bases-ouvertes; ceci dans le méme ordre d’idées que l'on
identifie les ensembles de KMapk avec les netfcs finalement constants.

Le lemme suivant sera appelé « lemme de prolongement ».

Lemme 11.7. (lemme de prolongement). Soit A un netfc et soit x un en-
semble tel que x €, A,; alors il existe un netfc X tel que X, = x et
X eA

PREUVE. — Définissons le netfc A’ par AL, = A,+1. On a clairement que
A’ =~ A. Définissons le net (z,)acon de la maniere suivante: si a < 7y, on
pose £, = z; sl a > 1, on choisit un z, €, A’ tel que x ~,, z, (l'existence
d’un tel z, découle du fait que A7 ~,1; Af). On extrait un sous-net X
fortement Cauchy de (z4)acon. On vérifie sans peine que X € A et que
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X, €4 z et I’on voit sans difficultés que I’on peut en fait supposer X, = z.
O

On peut maintenant prouver I’axiome d’extensionnalité (relativement & ~
et €) sur les netfcs.

Lemme 11.8. (extensionnalité). Soient X et Y deux netfcs tels que
VZ(ZeX & ZeY);alors X ~Y.

PrREUVE. — 1l faut prouver que Vaa X, ~o Y. Clairement il suffit de
prouver que:

(Vo €q Xa® €q Yo) AN (Vy €4 Yoy €4 X4) .

Soit donc = €, Xgu; le lemme 11.7 fournit un netfc H tel que Hy, = x
et H € X. Par hypothese; ceci implique H € Y et donc x = Hy €4 Yy,
L’autre partie s’obtient en permutant le role de X et de Y. O

Prouvons maintenant qu’une hyperclasse A de netfcs est fermée ssi elle
correspond a un netfc.

Lemme 11.9. Une hyperclasse A de netfcs est fermée si et seulement s’il
existe un netfc A tel que {X | Xe A} ~ A.

PREUVE. — Soit ¥ un netfc. Soit Y = {X | X € Y}, montrons que
Y ~ Y. Soit X €Y, pour chaque ordinal «, on choisit un ensemble z,, tel
que 'affirmation suivante est vérifiée « x, ~o Xq, il existe H € Y avec
H, ~4 x4 ». Extrayons un sous-net fortement Cauchy X' de (z,). On
vérifie que X' ~ X et que X' € Y et donc X € Y; ce qui montre que
Y T Y et donc que Y ~ ).

Réciproquement, supposons que ) est une hyperclasse fermée de netfcs.
Définissons hq = {Y, | Y € Y}, soit y, un ensemble obtenu & partir de fq
en ne gardant qu’un seul élément par classe d’équivalence modulo ~, (on
peut, par exemple, prendre y, = {[Ya]Cy | Y € y}) On vérifie sans peine,
en utilisant la définition de ~, que le net Y = (yo)acon est fortement
Cauchy. Prouvons que le netfc Y a les mémes €-éléments que I’hyperclasse
Y. On voit facilement que si X € Y, alors X € Y. Si X €Y, on voit que
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pour chaque hyperclasse base-ouverte ¢/ ayant X comme €-élément, on a
UNY # @, donc X €Y puisque Y est fermée. |

A partir de maintenant, nous ne ferons plus toujours la distinction entre
une hyperclasse fermée et son netfc correspondant. De méme, on ne dis-
tinguera plus systématiquement deux netfcs a-équivalents. Par exemple,
on parlera du netfc vide pour mentionner en fait n’importe quel netfc
n’ayant pas de €-éléments. Si A et B sont deux netfcs, on écrira AU B le
netfc correspondant & hyperclasse {X | X € AV X € B}, de méme pour
N, X, ... On voit facilement que notre « topologie » est Hausdorff (T5: pour
deux netfcs X et Y, il existe deux hyperclasses ouvertes U et W telles que
XeU,YEWetUNW = &). On voit aussi que si ’on a deux netfcs A et
B, 'hyperclasse { A, B} est fermée; elle correspond donc & un netfc que 1’on
écrira toujours {4, B}. En regardant la preuve du lemme 11.9, on voit que
{4,B}4 ~a {Aq, Ba}. De la méme maniere, on peut voir aussi que si 'on
a deux netfcs A et B, on peut trouver un netfc (4, B) ~ {{4},{A4,B}}
qui est le couple de A et B. On a toujours (A, B)y ~a (Aa, Ba). De plus,
on voit que (X,Y) ~pt2 (X', Y') & X ~, X' AY ~, Y. On peut
aussi itérer le processus et obtenir des n-uples (X! ..., X™) de netfcs
X1 ..., X" (on met les indices en haut pour dire que X¢ est le i-ieme

netfc du n-uple et pas le i-ieéme élément d’un netfc X). On a toujours
(XY XM ~a (X2, X0

Montrons que ’hyperclasse des couples est fermée.
Lemme 11.10. L’hyperclasse des couples C est fermée.

PREUVE. — En vertu du lemme 11.6, il suffit de montrer que si X est
un netfc tel que Va € On X, € C, alors X € C (rappelons que nous
identifions un ensemble de KM avec un netfc finalement égal & celui-ci).
Pour chaque a € On, il existe donc deux ensembles a, et b, tels que
X4 ~a (@, by). Soit A (resp. B) un sous-net de (an)aeon (resp. (ba)acon)
fortement Cauchy; il est alors facile de voir que X = (A, B) et donc que
X eC m|

Sur I’hyperclasse des couples, on peut mettre deux « topologies » natu-
relles: la « topologie » induite par la topologie de base et la « topologie »
produit. Le lemme suivant dit que ces deux « topologies » coincident.
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De maniere plus précise, on dira qu’une hyperclasse ¢/ de couples est
ouvertep (« ouvertep »signifiant « ouverte pour la topologie produit »)
ssi pour tout (X,Y) € U, il existe deux hyperclasses ouvertes V, WV telles
que X €V, Y e Wet Vx W CU. On dira qu’elle est ouverte; (ouvertey
signifiant ouverte pour la topologie induite) ssi il existe une hyperclasse
ouverte V telle que VN C = U (rappelons que C désigne I’hyperclasse des
couples, qui est fermée).

Lemme 11.11. La « topologie produit » et la « topologie induite » coincident
sur Ihyperclasse des couples. Autrement dit, une hyperclasse U de
couples est ouvertep ssi elle est ouvertey.

PREUVE. — Supposons que U/ soit une hyperclasse de couples ouvertep
et soit (X,Y) un élément quelconque de U. Afin de prouver que U est
ouvertey, il suffit de trouver une hyperclasse ouverte O tel que (X,Y) € O
et ONC C U (passer au complément et utiliser le lemme 11.6). Comme U
est ouvertep, on trouve deux hyperclasses ouvertes V et W telles que X €
V,YEWetV xW CU. Sans restreindre la généralité, on peut supposer
que V et W sont bases-ouvertes: V = {Z | Z ~q 2}, W= {T | T ~g t};
pour fixer les idées, supposons 3 < a. On vérifie alors que 'hyperclasse
0= {H | H, ~u42 (z,t)} est ouverte et répond a la question.

Réciproquement, supposons que U soit une hyperclasse de netfcs ouvertey.
Soit G ’hyperclasse U° \ C°; G est fermée par hypothese et correspond
donc & un netfc G. Soit (X,Y) € U, on a donc (X,Y) & G et il existe
donc un ordinal a avec (X,Y) ¢, G. Soit V = {A | Ay ~a Xa}, W =
{B| By ~a Ya},ona(X,Y) €V xW mais clairement (V x W)NG ~ @
et donc V xW CU. o

L’hyperclasse des couples étant fermée, on a qu’une hyperclasse A C C de
netfcs est fermée ssi elle est fermée pour la « topologie produit »; c’est-a-
dire ssi V(X,Y) € A, il existe des hyperclasses ouvertes U et V telles que
Xeld,YeVet UxV)NAro.

Remarquons aussi que si I’on a une hyperclasse de netfcs A et si 'on
définit une hyperclasse B en effectuant des manipulations naturelles sur
les couples de A (permutations des composantes, projections, ... ), nous
avons que A est fermée ssi B est.
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Prouvons-le, a titre d’exemple, dans le cas suivant:
B={(X,Y)]|(Y,X)€e A};

on suppose que A est fermée et on prouve que B est fermée. Soit B le netfc
correspondant a la cloture de B et soit (X,Y) € B, prouvons que (X,Y) €
B. On a pour chaque ordinal a (X,,Y,) €4 B, et il existe donc X', YV’
avec (X', Y") € Bet X! ~qo X4, Y] ~o Yy (lemme du prolongement). Par
définition (Y', X') € A et si l'on appelle A le netfc correspondant a A (A
est fermée), on a (Y., X)) ~q (Yo, Xa) ~a (Y, X)a €4 Aq. L'ordinal «
étant arbitraire, on a (Y, X) € A et donc (X,Y) € B par définition de B.

On peut voir sans difficultés que ce que 'on a dit pour les couples reste
vrai pour les n-uples (X*,...,X"). On peut & présent prouver que les
netfcs interprétent GPK™.

Lemme 11.12. Les netfcs interprétent GPK™ (avec I'égalité interprétée
comme étant =~ et I'appartenance interprétée comme étant €).

PREUVE. — Remarquons que si I'(X) est une formule sur le langage
(€, =), alors pour tout netfc A et B, on a A =~ B = I'(4) & ['(B); ainsi
il est légitime d’interpréter &~ comme étant 1’égalité.

L’extensionnalité a déja été prouvée (lemme 11.8). L’axiome VIDE est tri-
vial (puisque I’hyperclasse vide @ est fermée). On commence par montrer
que pour toute formule BPF = o(Y!, ... Y™ X! ... X") dont les va-
riables libres sont parmi (Y!,... Y™ X! ... X™) on a que pour chaque
Vi oo vm {(XE 0, X™) | ¢} est une hyperclasse fermée de netfes. On
le fait par induction sur la complexité de .

»  est atomique.
1l suffit de le montrer pour ¢ atomique ne contenant pas le signe =
puisque l'on a l'extensionnalité. On se contente de le montrer si ¢ est
X € X7 (les autres cas X! € Y/, Y € X7, Y! € Y7 sont faciles).
Afin de simplifier ’écriture, on suppose ¢ = 1, j = 2. Soit donc A =
{(x',...,X™) | X' € X?}. Supposons que (A',... ,A") ¢ A, ona A* ¢
A? et il existe donc un ordinal « tel que Al ¢, A2. Notons, si X est un
netfc, U, (X) hyperclasse base-ouverte suivante U, (X) = {H | H, ~, Xa}.
L’hyperclasse

Uy (AY) x Uy (A*) x VX ooox V.

————

n — 2 composantes



88 CHAPITRE 11

(V' désignant DI’hyperclasse universelle qui est ouverte) comprend
(A, ..., A") mais est disjointe de A; ce qui prouve le résultat.

> o estdelaforme ¢y V1 ou )y A1)y avec o)1,v» BPF.
Ceci découle facilement du fait trivial que 'union (resp. I'intersection) de
deux hyperclasses fermées de netfcs est fermée.

» pestdelaformeVX €Y (X,Y,Z,... Z") ou est BPF.
Montrons que I’hyperclasse suivante :

A={Y,z",...,Z") |VXEY Y(X,Y,Z",... ,Z")} est fermée.

Soit (Y, Z',...,Z") € Aet X €Y, montrons que ¢(X,Y, Z',... , Z") et
donc que (Y, Z,...,2Z") € A. La formule ¢ définissant une hyperclasse
fermée par hypothese, il suffit de montrer que toute hyperclasse de la forme

U (X) X Us (V) X Ua(ZY) X -+ x Un(Z7)

comprend un élément qui satisfait . Puisque (Y, Z,...,Z") € A, on a
Iexistence d’un élément

(Y, ZY 2 €Un(Y) X Ua(Z1) X -+ x Ua(Z7) N A.

On a clairement X, €, Y, et en utilisant le lemme de prolongement, on
trouve un netfc X’ tel que X, ~, Xy et X' €Y. L’élément recherché est
(X', Y',ZY, ..., Z"") et le résultat est prouvé.

» ¢ estdelaforme3Y ¢(X,Y,Zt,...,Z") ou ) est BPF.
Afin de simplifier les notations, supposons qu’il n’y ait pas de variables Z.
Montrons que ’hyperclasse suivante:

A={X|3¥ ¢(X,Y)}

est fermée. Soit X € A, on va trouver un netfc Y tel que ¢(X,Y), ce qui
montrera que X € A. Pour chaque ordinal «, on choisit un ensemble y,
tel que « il existe deux netfcs X' et H tels que X!, ~o Xo, Ho ~a Ya €t
(X', H) » (on voit que cela est possible en utilisant le fait que X € A).
On extrait un sous-net Y fortement Cauchy de (y,). On peut voir que
toute hyperclasse ouverte comprenant (X,Y’) (on peut se restreindre aux
hyperclasses de la topologie produit) comprend un élément (X', Y") qui
satisfait (X', Y"). La formule ¢ définissant une hyperclasse fermée, on
en conclut que l'on a ¥(X,Y).
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Nous avons vu que les neftcs avec = interprétée comme étant 1’égalité
et € interprété comme étant 'appartenance interpretent la théorie CBPF.
Puisque ’on peut prendre la cloture A d’une hyperclasse A, il n’est pas dif-
ficile de voir que cette interprétation satisfait le schéma de cloture CL. On a
donc une interprétation de GPK™; ce qui acheve la preuve du lemme 11.12.

O

Afin de prouver le théoreme 6.1, il reste donc a vérifier que notre in-
terprétation de GPK™ satisfait ’axiome de I’infini.

On a le lemme suivant.

Lemme 11.13. (cfr. proposition 5.7). Soit I' une formule sur le langage
(€,~) dont chaque quantificateur prend l'une des formes suivantes:
VXEY,3IX EY, VX CY,3IX CVY et soit X',... , X" € KM,
alors si I'on note x',... ,z"™ les ensembles correspondant aux netfcs
Xt o, X" onal(X!,... , X") & '(z!,... ,2") ou I'" est obtenue
a partir de I' en remplacant =~ par = et € par €.

PREUVE. — Elle se fait facilement sur la complexité de I' en utilisant le
lemme 11.5. O

Prouvons & présent que les netfcs qui sont bien fondés au sens de GPK;Fo
sont exactement ceux de K M; ce & quoi on pouvait s’attendre.

Si X est un netfc, trel(X) désigne la cloture transitive de X (celle-ci existe
puisque ’on est dans une interprétation de GPK"'). On voit que si X €
KM, alors trcl(X) € KXM; de plus, dans ce cas, on a que trcl(X) est le
netfc correspondant a trcl(x) ol o est ’ensemble correspondant au netfc X .

Lemme 11.14. Les netfcs bien fondés de notre interprétation de GPK
sont exactement les netfcs de KM.

PREUVE. — Soit X un netfc finalement égal & . On doit montrer que
VY 35X Y E€Y Y' NY = @. Soit donc Y 5 X et considérons
trel(X) N Y. Chaque élément de trcl(X) NY est dans M. Soit Y’ un
tel élément de rang minimum (le rang d’un netfc de M est le rang de
Pensemble correspondant). On a Y’ MY = & car sinon Y’ ne serait pas
de rang minimum.
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Réciproquement, soit X un netfc qui n’est pas dans M. Montrons que
F¥SX W EYY NY # @. Soit KM le netfc correspondant au
complément de M (on voit facilement que KM est une hyperclasse ou-
verte de netfcs). Soit Y = trel(X) N KMC. Soit Y’/ € Y, en utilisant le
lemme 11.5, on trouve un Z € Y' N KM, on a Z € trcl(X) et donc

Y'NY £ 2. |

Corollaire 11.15.
Les ordinaux de notre théorie de base KM sont exactement (les en-
sembles correspondant aux) ordinaux de notre interprétation de GPKZ .

PREUVE. — On sait que dans GPK | tout ordinal est bien fondé et on

utilise le lemme 11.13 ainsi que la proposition 11.14. O

On peut voir maintenant que notre interprétation satisfait ’axiome de
linfini: le netfc w™ correspondant & l'ordinal w (les nombres entiers posi-
tifs) satisfait la formule suivante sur le langage (€, ~): « w®¥ est un ordinal
limite ». Ceci termine la preuve du théoréeme 11.1.

Essayons a présent a présent de voir ce qui se passe dans le cas ou ’axiome
de l'infini est retiré. On va montrer le théoreme suivant:

Théoréme 11.1'. La théorie GPK™ est mutuellement interprétable avec
PA,, Iarithmétique du second ordre.

PREUVE. — 1l est connu que KM _ , est mutuellement interprétable avec
PA,. Nous montrerons donc GPK™ est mutuellement interprétable avec
KM_o. Le fait GPK™ interpréte KM_o est une adaptation triviale des
résultats du chapitre 6 (remarquer que pour prouver que GPK;Fo interprete
KM, on a utilisé 'axiome de l'infini uniquement pour prouver qu’il est
satisfait dans KM).

Il nous reste & montrer qu’il est possible d’interpréter GPK™ dans KM_ ..

On commence par interpréter dans KM_ ., la théorie KM_,, + —INF.
(—INF étant la négation de l'axiome de linfini), ce qui est clairement
faisable.
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On montre ensuite, que dans KM_, on a:

=INF = On « est ramifiable ».

C’est une adaptation évidente du lemme de Konig.

On remarque enfin que, pour construire I'interprétation de GPKY dans
KM, on a utilisé I'axiome de l'infini uniquement pour prouver qu’il est
satisfait dans GPKZ,. Ceci cloture la preuve du théoreme 11.1". O
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Chapitre 12

Un théoreme de point fixe

Dans ce chapitre, nous nous proposons de donner un théoreme de point
fixe prouvable dans GPK™.

Nous nous proposons de montrer que toute fonction monotone a un point
fixe. Ce théoreme est inspiré d’un théoreme analogue valable dans les
hyperunivers ([17], th. 4.1).

Soit f une fonction, on dit que f est monotone ssi (Vz,y € dom(f)) (z C

y = f(x) C f(y)-
Théoréeme 12.1. Toute fonction f monotone a un point fixe.

PREUVE. — Considérons I’ensemble suivant: d = {z € dom(f) | x C f(z)}
(d est un ensemble car défini par une formule BPF). Remarquons que si
x €d, f(x) € d. L’ensemble d jouit de la propriété suivante :

(Va C d)Ja € d. (%)

Afin de prouver (x), soit a C d. Si z € a, on a par définition =z C f(z).
On a aussi f(z) C f(Ja) car x C Ja et que f est monotone. On a donc
z C f(Ua). L’ensemble x € a étant arbitraire, on en conclut Ja C f(Ja)
et donc |J a € d; ce qui prouve (x). Soit b un élément de d. Définissons une
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fonctionnelle G de domaine On et prenant ses valeurs dans d.

G(0)=b

Gla+1) = f(G(a))

GN) = U G pour A limite.
B<A

Il est clair que G est croissante: o < 8 = G(a) C G(B).

Si G n’est pas injective, alors le théoreme est prouvé; en effet, supposons
que a < 3 et que G(a) = G(B). On a G(a) C G(a + 1) C G(B), ce qui
donne G(a) = G(a + 1) = f(G(a)); et donc G(a) est un point fixe de f
et le théoreme 12.1 est prouvé.

Supposons donc que G soit injective et notons I = im(G). La classe I a un
point d’accumulation; en effet, dans le cas contraire, I serait un ensemble
discret et on en conclurait que G~! est un ensemble (proposition 3.5) et
donc aussi im(G™!) = On, ce qui est faux.

Soit ¢ un point d’accumulation de I. On va montrer que i = f(i), ce qui
achevera la preuve.

>

i C f(i):

On sait que I C d et donc aussi I C d; ce qui donne i € d et ce qui
prouve le résultat.

f(i) Ci:

Soit « un ordinal et considérons la classe I' = I'\ {G(8) | B < a}. 1l
est clair que ¢ est un point d’accumulation de I'. Clairement, Yz €
I' G(a) C x (car G est croissante). On a donc I' C {x | G(a) C z},
cette derniere classe étant un ensemble, on a aussi I’ C {x | G(a) C z};
ce qui donne G(a) C i. L’ordinal a étant arbitraire, on a donc prouvé

. Va € On G(a) Ci (%)
A présent, on a
fli) € {f(x) |z T}
={f(x) | zel} (lemme 3.4)
c {G(a)|a € On} (carVa € On f(G(a)) = G(a+1)€)
C{z |z Ci} (en utilisant (%*))
={z|zcCi} (car {x | & C i} = Pi est un ensemble).

Ceci montre que f(i) C i et termine la preuve. O
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Chapitre 13

Quelques mots sur
les décorations de graphes

Dans ce chapitre, nous donnerons quelques mots sur les décorations de
graphes (c’est-a-dire les « dessins » d’ensembles); ceci dans GPK™ (en fait
GPK suffit).

Donnons d’abord quelques définitions.
Un graphe g est un ensemble de couples (c’est-a-dire une relation).

Etant donné un graphe g, I’ ensemble {z | Jy(z,y) € g}U{y | Ja(z,y) € g}
sera appelé I’ensemble des nceuds du graphe (c’est 'ensemble sur lequel la
relation ¢ est définie); celui-ci sera noté n(g). Etant donné un graphe g,
on note x — y pour (x,y) € g.

Une décoration d’un graphe g est une fonction d de domaine n(g) vérifiant
la condition suivante d(z) = {d(y) | + — y}. Intuitivement d remplace les
fleches du graphe par la relation « avoir pour élément » (pas nécessairement
de maniére injective).

Considérons l’axiome d’antifondation AFA (introduit par P. Aczel [1]).
AFA: Tout graphe a une unique décoration.

Cet axiome signifie intuitivement que tout ensemble que I’on peut dessiner
existe de maniere unique.
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Dans ZF, (c’est-a-dire ZF sans ’axiome de fondement), celui-ci est équi-
valent a 'axiome X; introduit par M. Forti et F. Honsell ([12]).

X;y: Pour tout ensemble a et pour toute fonction f : a — Pa,
il existe une unique fonction d de domaine a telle que

Vz € a d(x) ={d(y)ly € f(2)}-

Nous verrons que dans GPK, I'axiome AFA est faux; nous montrerons
qu’il existe un graphe de GPK n’admettant aucune décoration. Ceci si-
gnifie que, bien qu’il y ait plusieurs ensembles non bien-fondés dans GPK
(tel I'univers); on ne peut pas les avoir tous. Par contre, 'axiome X est
consistant avec GPK (ceci a été montré par M. Forti et F. Honsell [14] en
supposant ’existence d’un cardinal fortement inaccessible et ramifiable).

En fait, étant donné un graphe g, la fonction f définie sur 'ensemble des
nceuds du graphe: f(z) = {y | x — y}, qui intervient dans l'axiome X7,
pourrait ne pas étre un ensemble; c’est-a-dire ne pas exister dans GPK.
C’est ce qui se passe dans le graphe de la proposition suivante.

Proposition 13.1. Il existe un graphe n’admettant aucune décoration.

PREUVE. — Soit g le graphe suivant:
n(g) = OnU{{{z}}} o
9 = {@y)|zenlg) Ay enlg) Ay €x}U{(On {{z}})}

(il est clair que g est un ensemble).

Supposons qu’il existe une décoration d de ce graphe. On vérifie aisément,
par induction, que (Va € On) d(a) = a. On a aussi d({{@}}) = {{@}}.
On a donc

d(0n) = Onu {{{2}},d(Om)} . *)

Comme On C d(On) et que d(On) est un ensemble, on a On C d(On). Ce
qui donne On € d(On) puisque On € On. En utilisant (%), on en conclut
que On = d(On). Mais ceci est impossible car on a {{@}} € d(On) et

{{2}} ¢ On. o
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Chapitre 14

Points fixes d'opérateurs
dans KM et dans GB

Dans ce chapitre, on se place dans KMAC (La théorie de Kelley-Morse avec
Paxiome du choix global). L’axiome de fondement n’est pas nécessaire. Si
I’on ne prend pas 'axiome de fondement, I’axiome AC doit étre énoncé de
la maniere suivante:

AC: il existe une bijection entre V et On.

La propriété de point fixe, décrite dans le chapitre 12, est une propriété
qui est aussi valable dans KMAC, & certains conditions. Nous verrons
brievement que dans GB, cette propriété n’est plus vraie.

Dans KM, comme dans GB, on maniera des hyperclasses (c’est-a-dire des
collections définissables de classes). Celles-ci sont maniées de la méme
fagon que ’on manie des classes dans ZF.

On appelle opérateur une hyperclasse F telle que VX 3Y (X,Y) € F.
Moyennant une définition appropriée, un couple de classes est une classe
(voir annexe, paragraphe 2). F est donc bien une hyperclasse. On note
naturellement Y = F(X) pour (X,Y) € F. L'opérateur F est dit mono-
tone ssi VX VY X CY = F(X) C F(Y). Il est possible, dans KMAC,
de montrer que tout opérateur a un point fixe.
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Soit R une classe et < une relation d’ordre strict définie sur R. La relation
< est dite étre une relation de bon ordre si toute sous-classe non vide (de
maniere équivalente tout sous-ensemble non vide) de R admet un élément
minimum (on ne demande pas que Vz {y | y < z} soit un ensemble).
Il est possible de montrer que les bons ordres se comportent comme des
ordinaux (entre autres, on peut montrer qu’il est possible de faire des
démonstrations par induction sur les bons ordres). Ceci est assez technique
et ne sera pas fait ici (voir, par exemple, [23]).

Voici, en gros, une maniere d’obtenir un point fixe pour F. On définit, par
induction, sur les bons ordres

JO =V ou V est la classe universelle
JEFL = F(JB) ou R est un bon ordre
JE = U F(JB) ou L est un bon ordre limite.
R<L

On montre que |J J# (BO étant ’hyperclasse des bons ordres) est un
ReBO
point fixe de F (c’est en fait le plus grand point fixe). Il faut remarquer

qu’il est nécessaire de définir J® pour tout bon ordre R et pas seule-
ment pour tout ordinal. A titre d’exemple, donnons un opérateur F tel

que |J J® n’est pas un point fixe de F (les J¢ étant définis comme
aeOn
précédemment).

On commence par définir une classe (B, <g) bien ordonnée dont le « type
d’ordre est On + 1 ». Soit u un ensemble quelconque qui n’est pas un
ordinal.

B = On U {u}
<p={(z,y) |[r€ OnAyeBA(zeyVy=u)}.
On définit F:
X si XNB=o
FX) = {X\min(XﬁB) si XNB#o©
(min désigne le minimum au sens de <g).
Oun vérifie sans peine que |J J“:V\Onetque]—'( U J“>:V\B

a€eOn a€eOn
(en fait le processus « s’arréte » & On + 1). On se propose a présent de

donner un opérateur F monotone tel que GB ¥ F a un point fixe.
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Théoréme 14.1. 1] existe un opérateur F monotone tel que GB ¥ « F a
un point fixe ».

PREUVE. — On commence par définir a lintérieur de GB la notion
de formules sans parametres de maniere habituelle. On utilise la barre
de Sheffer | comme seul connecteur propositionnel (rappel: T’ |A signi-
fie ="' V = A); ce qui permettra d’alléger quelque peu Décriture. Par
définition, une formule ayant pour variables libres (z1,...,z,) et pour
parametres ag,...,am, (ai,...,a, étant des ensembles) est un couple
(T(z1,-- ,Tn,¥1,--+ ,Ym), f) ot [ est une formule sans parametres ayant
pour variables libres z1,... ,Zn,¥1,... ,Ym €t ou f est une fonction de
domaine {y1,... ,ym} tel que Vi € {1...m} f(y;) = a;. Une telle formule
sera notée I'(x1,... , &y, a1,... ,an). Remarquons que les formules & pa-
rametres forment une classe propre, cette classe sera notée Frm; on notera
Frm(T") pour I € Frm. Un énoncé est une formule concrete (on le définit
dans le métalangage). A chaque énoncé £ (avec parametres) correspond
une formule que ’on note "€ . Sauf mention contraire, tous les énoncés et
formules sont avec parametres.

Soit 7 un énoncé prédicatif qui définit la vérité pour les formules ato-
miques prédicatives (cfr annexe pour la définition des formules prédicatives).
De maniére précise, on demande que pour chaque énoncé £ prédicatif ato-
mique avec parametres, on ait: GB E (T('€") © &) (il est connu qu’un tel
énoncé existe).

Soit Vr la classe suivante:

Vr = {(I,1) | Frm(T') AT est atomique A 7(I') }
U {(T,0) | Frm(T) AT est atomique A =7 (T')} .

On définit a présent un opérateur F; monotone:

Fi(X) = {(VaL,1)| Frm(I) A T a une variable libre z
AVa (I'(a),1) € X}
U {(Vz [,0) | Frm(I') A T a une variable libre z
A Ja (I'(a),0) € X}
u {( |A,1) | Frm(I') A Frm(A)
AT, A sont sans variables libres
A ((T,0) € X V(A,0) € X)}
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U {(T'|A,0) | Frm(T) A Frm(A)
AT, A sont sans variables libres
AT, 1) e XA (A1) € X}

U XuWr.

1l est aisé de vérifier que, pour toute classe X, F;(X) est bien une classe.

Soit Fa la classe suivante:
Fao = {(I,0)| Frm(T') AT est atomique A 7(I') }
U {([,1) | Frm(I') AT est atomique A =7 (I')} .
Définissons a présent un opérateur Fo monotone :

Fo(X) = X \ [{(vz=T,0) | Frm(I') AT a une variable libre x
AVa([(a),1) € X}

U {(vz T,1) | Frm(T) AT a une variable libre z
A Ja(T(a),0) € X'}

U {(T| A,0) | Frm(T) A Frm(A)
AT, A sont sans variables libres
A((T,0) e XV (A,0) € X}

u {(T |A,1) | Frm(I') A Frm(A)
AT, A sont sans variables libres
A, 1) € XA(A 1) € X}

U Fal.

Comme pour Fi, on vérifie que pour toute classe X, Fo(X) est une classe.
On définit a présent l'opérateur monotone F = F; o Fy. On vérifie sans
trop de peine que si I est un point fixe de F, alors pour chaque énoncé
prédicatif £, on a
GBE (& (€,1)€eI).

La classe I permettrait de prouver la consistance de GB & l'intérieur de
GB. La classe I ne peut donc pas exister et on en conclut que GB ¥
« F a un point fixe ». O

Remarque. Si ’on se place dans Kelley-Morse, on voit que J“ (w étant
Pensemble des ordinaux finis), comme défini au début de ce chapitre,
est un point fixe de 'opérateur F. Le probleme est que, dans GB, les
classes .J™ ou n est un naturel ne sont pas définissables.
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Annexe

Dans cette annexe, nous rappelons quelques définitions et propositions
connues dont la connaissance est nécessaire a la compréhension de cet
ouvrage. En général, nous ne donnerons pas de démonstrations mais nous
donnerons les références ou celles-ci peuvent étre trouvées.

A.1. La théorie de Zermelo-Fraenkel (ZF)

La théorie de Zermelo-Fraenkel est la théorie usuelle des ensembles. Le
langage de cette théorie est (€,=) (€ étant un symbole de relation bi-
naire représentant I’appartenance entre deux ensembles, = étant le sym-
bole d’égalité). Les objets de cette théorie sont appelés ensembles. Les
axiomes de cette théorie sont:

» Extensionnalité:
Ve Yy Vz(z€ex e zey)=>z=y].

» Réunion:
Ve JyVz [zeyeditexnzet).

» Ensemble des parties:

Ve JyVz [zeyezCal.
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» Schéma d'axiomes de remplacement:

Vaq ...V
{VaVyVy'[T(z,y, x1,... ,zp) AT (2, Yy 21, ... ,21) = y=1']
= Vidw Yo pewes JuuetAT(u,v,21,...,21)]]}

pour chaque formule I' dont les variables libres sont parmi z, y, 1, . .. , T
(T doit avoir au moins deux variables libres x et y).

» Infini:
dz (@exAVy (yex=>yU{y}ex))
(@ désignant I’ensemble vide).
» Fondement:

Ve [r#@ =Ty (yexAyne=2)].
A cette théorie, on peut ajouter I'axiome du choix (AC) pour avoir ZFC:

AC: Vz 3f(f est une fonction de domaine x
AN(Vyex)(y# 2= fly) €y)),

la notion de fonction étant définie de maniere habituelle.

La théorie ZF & laquelle on a supprimé ’axiome de fondement sera notée
ZFy.

Pour de plus amples informations concernant la théorie ZF ainsi que pour
les théoremes classiques concernant cette théorie, nous nous référons a
Vouvrage [22].

A.2. Lesthéories de Godel-Bernays et de Kelley-
Morse

La théorie de Godel-Bernays (GB), introduite par K. Godel [19], consiste
intuitivement en la théorie ZF a laquelle on a ajouté les classes comme
objets. Le langage de GB est le méme que celui de ZF: (€,=). Les objets
de la théorie sont appelés « classes ». On définit le prédicat unaire V(X)
de la maniere suivante V(X) & JY X € YV (V(X) signifie intuitivement
« X est un ensemble »). Une classe A qui n’est pas un ensemble, c’est-a-
dire qui satisfait =V (A) est appelée classe propre. En général, on note les
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classes par des lettres majuscules et les ensembles par des lettres minus-
cules. Les formules dont tous les quantificateurs sont restreints a {m|V(m)}
(c’est-a-dire apparaissant sous l'une des formes suivantes: VX (V(X) = I)
ou 3X (V(X) AT) ou I représente une formule sont appelées formules
prédicatives . Les axiomes de GB sont:

» Extensionnalité pour les classes:
VXVY Vz(zeX&zeY)=>X=Y].
» Schéma d'axiomes de compréhension pour les classes:
VA, ... VA, IXVy(V(y) = (ye X ©T(y,41,...,4p))

pour chaque formule prédicative dont les variables libres sont parmi
yaAla"' 7An-

» Les axiomes de la réunion, de I’ensemble des parties, de 'infini et de
fondement (tel qu’ils sont énoncés pour ZF) ou l’on restreint tous les
quantificateurs aux ensembles, c’est-a-dire a {m|V(m)}

» L'axiome (unique) de remplacement:
VF (F est une fonction = VtdwWVv (v € w & Ju (u € tA(u,v) € F)).

La notion de fonction étant définie de maniere habituelle, une fonction est
une classe F' de couples telle que Vo Iy (z,y) € F. On écrit y = F(z) pour
(z,y) € F (remarquer que les fonctions peuvent étre des classes propres).

A cette théorie, on peut ajouter 'axiome du choix. Généralement, on
ajoute 'axiome du choix global, que ’on note ACg ou simplement AC,
qui s’énonce comme suit:

ACq : 3F (F est une fonction A (Vx # &) F(x) € x).

On prouve que cet axiome est équivalent a ’existence d’une bijection entre
V (la classe de tous les ensembles: V' = {x | V(z)}) et On (la classe des
ordinaux) (remarquons que ceci n’est plus vrai si l'on ne dispose pas de
Paxiome de fondement). Cette derniére remarque permet de voir qu’il est
possible de « choisir » des éléments dans des classes propres (a l'aide de

ACG).
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1l est connu que tout théoreme de GB (resp. GB + ACq) ne mentionnant
que des ensembles est prouvable dans ZF (resp. ZF + AC) et vice-versa.
Les théories ZF et GB sont donc équiconsistantes.

Tl est également connu que GB est finiment axiomatisable (voir par exemple
[19]). Dans GB, on remarque qu'il est possible de représenter des « couples »
de classes par des classes: si A et B sont deux classes, on définit

(4,B) € (Ax {0})U (B x {1}),

le produit x étant le produit cartésien habituel (faisant intervenir la notion
habituelle de couples).

Il est également possible de définir des « fonctions » qui envoient des
ensembles sur des classes. Dans cette optique, on appelle fonctionnelle un
couple (D, R) ou D est une classe et R une relation (c’est-a-dire une classe
de couples) telle que R C D x D. Si F = (D, R) est une fonctionnelle, la
classe {y | (z,y) € R} sera notée F'(z) pour chaque z € D; D représente
donc le domaine de la fonctionnelle F' et on note D = dom(F'). Remarquer
que si 'on inclut pas D dans la définition de F', on ne saurait distinguer un
ensemble z ¢ dom(F') d’un ensemble z € dom(F) satisfaisant F(z) = &.

La théorie de Kelley-Morse (KM) est une extension de GB. Ses axiomes
s’obtiennent a partir de ceux de GB en étendant le schéma de compréhen-
sion pour les classes aux formules quelconques. Contrairement & GB, KM
n’est pas finiment axiomatisable. On montre également que KM prouve la
consistance de ZF (et donc de GB) (ceci figure entre les lignes dans [25]).

Le lecteur pourra trouver un survol des théories de Godel-Bernays et de
Kelley-Morse dans [18], ch. II, §7.

A.3. La notion de ramifiabilité pour
les cardinaux de ZFC
Dans cette section, on rappelle quelques notions concernant les cardinaux

dont il est fait mention dans cet ouvrage. Le lecteur pourra trouver des
informations supplémentaires dans [2], ch. B3. On se place dans ZF.
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Etant donné un cardinal K, un ensemble a est dit k-fini ssi #a < k (#a
désignant le cardinal de a). Il est dit k-infini s’il n’est pas x-fini.

Un cardinal & est dit fortement inaccessible ssi

(a) k est régulier: toute union k-finie de cardinaux r-finis est x-finie. De
maniere précise, ceci donne:

VfVa[(« f est une fonction » A On(a) Aa < K
Adom(f) = aA (im(f)) C k) = Uim(f) < &)

(la formule On(a) signifie « « est un ordinal »).
(b) (Va < k) 2% < k (2% étant le cardinal de P,)

On remarque que w (I’ensemble des naturels, c’est-a-dire des ordinaux
finis) est fortement inaccessible. On voit que si & est un cardinal fortement
inaccessible > w, (Rx11,€) ! est un modele de la théorie de Kelley-Morse.
Cette derniere théorie prouvant la consistance de ZF, on en déduit, par
le second théoreme d’incomplétude de Godel, que 'on ne peut déduire
la consistance de ZFC + « dx fortement inaccessible > w » a partir de
celle de ZFC. A fortiori, on ne peut pas non plus prouver I'existence d’un
cardinal inaccessible dans ZFC.

On va définir la notion de ramifiabilité d’un cardinal x fortement inacces-
sible. Intuitivement, les cardinaux ramifiables sont des cardinaux « tres
grands ». Commencons par définir la notion d’arbre.

Définition. Un arbre est un couple (T, <y) (ou par abus de langage T)
ou T est un ensemble et < une relation (c’est-a-dire un ensemble de
couples) satisfaisant <rC T x T et telle que:

(a) <7 est une relation d’ordre partiel strict sur T':

VaeT —(a<r a)
YVaeT YbeT VeeT (a<rbAb<rc)=a<rc
—|(a <7 b/\b<Ta).

(b) T a un élément minimum 2 a pour <t appelé la racine de I’arbre

=

Ry 41 étant ’ensemble des ensembles de rang < k + 1
2. Cest-a~dire Vr € T' a <7 x, ou a <7 z signifie a <r zVa = 2.
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(¢) Ya € T I'ensemble {« | # <7 a} est bien ordonné par <r.

Les éléments de T sont appelés les nceuds de 'arbre. Voici quelques défini-
tions concernant les arbres:

Une branche est un sous-ensemble bien ordonné de T'.
La longueur d’une branche est 'ordinal du bon ordre de la branche.
» Un successeur d’une branche B C T est un nceud a € T tel que
(a) a ¢ B
(b) BC{y |y <ra}
Un noeud a de T est dit successeur immédiat de la branche B sion a
Pégalité dans (b).
» Un successeur (resp. successeur immédiat) d’un noeud a € T est un
successeur (resp. successeur immédiat) de la branche suivante: {z |
z <1 a}.
» Sia€T,leniveau de z est la longueur de la branche {z | x <r a}.
L’ensemble des éléments de niveau a (o € On) est appelé le a-ieme
niveau de T et est généralement noté 7.

» La hauteur d’un arbre T est Iordinal sup{niv(z) | x € T} (niv(z) est
le niveau de z).

Un arbre (S, <g) est dit binaire si

(a) Tout élément de S a au plus deux successeurs immédiats.

(b) Toute branche dont la longueur est un ordinal limite a au plus un
successeur immédiat.

Définition. Un cardinal fortement inaccessible k est dit ramifiable 3 ssi
tout arbre k-infini dont chaque niveau est k-fini admet une branche
K-infinie.

On remarque sans peine que dans la définition précédente, on peut rem-
placer « arbre k-infini » par « arbre de hauteur k ». On remarque aussi
que w est ramifiable (lemme de Konig).

3. Certains auteurs disent que k a la propriété de ’arbre ou la « tree property ».
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L’existence d’un cardinal ramifiable est une propriété tres forte. On montre
que si k est un cardinal ramifiable, alors k est le k-iéme cardinal inacces-
sible (pour une preuve, voir [2], ch.B3). (Dans cet ouvrage, nous avons
utilisé une adaptation de cette propriété).

A.4. Les théories non finiment axiomatisables

Dans cette section, nous présentons un théoreme permettant de prouver
facilement que beaucoup de théories sont non finiment axiomatisables.
Nous l’avons utilisé, au chapitre 8, pour montrer que GPK™ n’est pas
finiment axiomatisable.

Ce théoréme est di & R. Montague [24] (article de R. Montague a omis
de mentionner quelques références importantes utilisées pour prouver ce
théoreme. Le lecteur pourra les trouver dans le commentaire de cet article
par G. Kreisel dans Mathematical Reviews, vol. 27-1, 38 (1964)).

Le théoreme de R. Montague dit, en gros, que pour qu’une théorie ne soit
pas finiment axiomatisable, il suffit de pouvoir définir, a l'intérieur de la
théorie, les suites finies d’éléments de la théorie de maniere satisfaisante.

Soit T" une théorie du premier ordre. Si I'(z) est une formule & une variable
libre # (donc sans parametres), la collection suivante de T : {x | I'(z)} sera
appelée « classe ». L’usage de classes doit étre considéré comme une facon
de parler, pour étre rigoureux il faudrait parler uniquement de formules.

De la méme maniére, on parlera de fonctionnelle n-aire. Celles-ci corres-
pondent & des formules & n+ 1 variables libres I'(x1, . .. , z,,y) satisfaisant:

TEVzy,...,o, My T(x1,... ,20,Y)-

Dans ces conditions, on dira que I'(z1, ... , z,,y) définit une fonctionnelle
n-aire F' et on écrira F(zy,... ,z,) =y au lieu de ['(z1, ... ,z,,y).

Théoréme 14.2. ([24]).
Soit T une théorie consistante dont le langage comprend un nombre
fini de constantes, de symboles relationnels et fonctionnels. Supposons
que l'on puisse définir une classe I, une fonctionnelle unaire { ) et une
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fonctionnelle binaire ~ telles que T prouve les affirmations suivantes:

a)Yudz el (uy==x
by Veel)(Vyel)(Fzel) z=z~y
c) Veel) Vyel)Vu (u)#z~y
Vzel) (Vyel) (Vzel) (z~y)~z=2~(y ~2)
e) Veel) (Vyel) Vzel) z~y=x~2=>y==x
Ve el) Vyel)VuVv = ~{u)y=y ~ W) =>u=v
g) La cloture universelle des formules suivantes:

~— — — —

Vul((u)] A [(Vz € I)Vu (I'(z) = T'(z ~ (u)))] = (Vz € I)['(z)

pour chaque formule I' comprenant au moins une variable libre et
ne comprenant pas d’occurences libres de la variable u.

Dans ces conditions, la théorie T' n’est pas finiment axiomatisable.
Plus généralement, elle n’est pas axiomatisable par un ensemble de
formules dont le nombre de quantificateurs est borné. Il en est de
méme de toute extension (sur le méme langage) de la théorie T.

Intuitivement, I représente la classe des suites finies (non vides), (u)
représente pour chaque u, la suite ayant un seul élément u et z —~ y
représente pour x € I et y € I la concaténation des suites x et y.

L’idée de la preuve est (trés brievement) la suivante: on utilise le fait que
I’on peut manier les suites finies pour définir la vérité des formules sans
quantificateurs. On définit ensuite pour chaque entier n (au sens de la
métathéorie) un prédicat Tr, donnant la vérité des formules ayant un
nombre de quantificateurs < n. On montre ensuite que si 7' était finiment
axiomatisable, donc axiomatisable par un seul axiome, alors en désignant
pour n le nombre de quantificateurs de ce dernier axiome, on pourrait se
servir de Tr, pour montrer — & l'intérieur de 7' — que T est consistante;
en contradiction avec le second théoreme d’incomplétude de Godel.

Le théoreme 14.2 s’applique a beaucoup de théories connues. Il permet de
montrer, que la théorie ZF n’est pas finiment axiomatisable (car claire-
ment, dans ZF, on peut définir les suites finies de maniere satisfaisante).
Il en est de méme de l’arithmétique de Peano (PA) ainsi que de la théorie
de Kelley-Morse (KM). Pour cette derniére, on définit une suite finie de
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classes comme étant une fonctionnelle (au sens du paragraphe 2 de cette
annexe) dont le domaine est un naturel (les symboles ( ) et —~ sont alors
définis de maniere évidente).

La théorie GB étant finiment axiomatisable, le théoreéme 14.2 ne peut
s’appliquer. On remarque en fait que si, dans GB, on définit les suites
finies de classes comme on !’a fait pour Kelley-Morse, on ne pourra pas
prouver le schéma (7) de ’énoncé du théoreme 14.2 pour les formules non
prédicatives.
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AC
dans GB et KM, 103
dans ZF, 102
accumulation (point d’), 33
ACgq, 103
AFA; 95
arbre, 72, 105
axiome de 'infini, voir infini

base-ouvert, 82

bien fondé, 49

BO, 98

borne supérieure, 44
BPF, 20

branche, 106

Card, 72
cardinal, 47
Cauchy (fortement),
voir fortement Cauchy
CBPF, 28
CL, 29

cl, 27
classe
dans GB et KM, 102
dans GBGPK™, 69
dans GPK, 21
dans une théorie quelconque,
107
classe propre
dans GB et KM, 102
dans GPK, 22
cloture, 27
cloture transitive, 39
comp, 20
couple
dans GPK, 22
de classes dans GB et KM, 104

décoration (d’un graphe), 95
discret, 36
dom, 24

énoncé, 99
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INDEX

EXT, 21

fermé, 30, 82
finalement constant, 80
finalement égal &, 80
fini (ordinal), 47
fonction
dans GB et KM, 103
dans GPK, 23
fonctionnelle
dans GB et KM, 104
dans GPK, 23
dans une théorie quelconque,
107
formule prédicative,
voir prédicative
fortement Cauchy, 79
fortement inaccessible,
voir inaccessible

GB, 102

GBGPK™, 69
Godel-Bernays, voir GB
GPF, 20

GPK, 21

GPK™, 29

GPKZ, 53

GPK,, 59

graphe, 95

hauteur (d’un arbre), 106
héréditairement isolé, voir isolé
HIS, 55

hyperclasse, 77, 97
hyperunivers, 13

im, 24

inaccessible, 105

INF, 53

infini (axiome de 1’), 53

infini (ordinal), 47
isolé, 33
isolé (héréditairement), 55

JE, 08

Kk-compacité, 13
k-fini, 105
k-hyperunivers,
voir hyperunivers
k-infini, 105
k-topologie, 13
Kelley-Morse (théorie de),
voir KM
KM, 104
KM_, 59
KM, 80
KM-classe, 56
KMAC, 71
KMgpk, 75

limite (ordinal), 47
longueur (d’une branche), 106

M,, 78
monotone (fonction), 93

n-uple, 22
naturel, 65
net, 78
netfc, 79
niveau, 106
neeud
d’un arbre, 106
d’un graphe, 95

w, 65

On, 42
On-fini, 71
On-infini, 71
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opérateur, 97
ordinal, 41
ouvert, 30, 82

PA, 66
PA,, 90
Peano (arithmétique de),

voir PA
point d’accumulation,

voir accumulation
prédicative (formule), 103
produit (de classes dans GPK), 25
propre (classe), voir classe

R, 49

Ta, 49

racine (d’un arbre), 72, 105
ramifiable, 72, 106

rang, 50

RG, 50

segment initial (d’un ordinal), 43
sous-net, 78
successeur
dans un arbre, 106
d’un ordinal, 47
successeur immédiat (dans un
arbre), 106
supérieure (borne), voir borne

tr, 38
transitif, 38

transitive (cléture),
voir cloture
trel, 39

VIDE, 21
X1, 96

Zermelo-Fraenkel (théorie de),
voir ZF

ZF, 101

ZF,, 102

f, 24
1, 34
A, 27

Ac, 30
€*, 56

#, 71, 105
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