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Avant-propos

Ce Cahier est essentiellement ma th�ese de doctorat ([7]). Quelques fautes

mineures ont �et�e corrig�ees. Le principal changement est une am�elioration

du r�esultat principal: KM + hh On est rami�able ii est mutuellement in-

terpr�etable avec la th�eorie GPK+
1
. Dans la version originale j'avais ajout�e

un axiome du choix �a GPK+
1: ACBF permettant de choisir dans les en-

sembles bien fond�es de GPK+
1
. Remarquant ensuite que ce n'�etait pas

n�ecessaire, cet axiome a �et�e supprim�e dans cette �edition. La preuve du

fait que GPK+
1 interpr�ete KM + hh On est rami�able ii a �et�e simpli��ee et

n'utilise plus la notion d'arbre binaire comme dans la version originale.

Depuis cette th�ese, quelques nouveaux r�esultats ont �et�e prouv�es concer-

nant la th�eorie GPK+
1

qui n'ont pas �et�e inclus dans cet ouvrage. Essen-

tiellement le fait que GPK+
1 est contradictoire avec (toutes les formes de)

l'axiome du choix ([9]) et le fait que GPK+
1

sans l'axiome de l'in�ni est

mutuellement interpr�etable avec GPK+
1

([10]). Les r�esultats concernant

la th�eorie GPK+
1 ont �et�e appliqu�es �a la logique paraconsistante ([4]).

En�n je tiens �a rendre un hommage particulier au Professeur Maurice

Bo�a qui fut mon promoteur de th�ese et qui d�ec�eda pr�ematur�ement �a la

suite d'une p�enible maladie.

Olivier Esser

D�ecembre 2003
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Introduction

1. Motivation et présentation de la théorie

La th�eorie na��ve des ensembles, celle utilis�ee par G. Cantor, le p�ere de la

th�eorie des ensembles, est bas�ee sur les postulats suivants:

(a) Tout objet est un ensemble et vice-versa.

(b) Toute collection descriptible d'objets forme un ensemble.

Tr�es tôt, on d�ecouvrit des paradoxes, comme le fait que l'hh ensemble ii des

ordinaux est un ordinal On satisfaisant On 2 On ce qui est impossible 1 !

N�eanmoins, on croyait que ces paradoxes provenaient de l�eg�eres incorrec-

tions dans les d�e�nitions utilis�ees, entre autres la d�e�nition d'ordinal.

B. Russell (1902) mit �n �a ces espoirs en donnant un paradoxe ne faisant

intervenir que des notions fondamentales de th�eorie des ensembles: l'hh en-

semble ii fx
�� x =2 xg ne peut exister car sinon, en nommant cet ensemble

a, on aurait a 2 a, a =2 a. Il fallait donc se rendre �a l'�evidence, la th�eorie
des ensembles devait être fondamentalement chang�ee. Clairement, c'est le

point (b) de la th�eorie na��ve qui pose probl�eme.

1: Paradoxe dit de Burali-Forti, d�ecouvert en fait par G. Cantor en 1895.
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La strat�egie que l'on inventa pour se d�ebarrasser de ces paradoxes fut celle-

ci: supprimer le point (b) et le remplacer par l'id�ee suivante: si l'on dispose

d'un ensemble et si l'on e�ectue des manipulations math�ematiques habi-

tuelles sur celui-ci, la nouvelle collection obtenue est un ensemble. Cette

id�ee a fourni, apr�es plusieurs essais, la th�eorie ZF de Zermelo-Fraenkel.

C'est la th�eorie des ensembles la plus couramment utilis�ee aujourd'hui.

Dans ZF, on peut voir intuitivement les ensembles comme des collections

qui ne sont pas hh trop grosses ii. Ce point de vue apparâ�t plus clairement

dans des variantes de ZF, comme la th�eorie de G�odel-Bernays o�u l'on

prouve qu'une hh classe ii (c'est-�a-dire, en gros, une collection d�e�nissable

d'ensembles) forme un ensemble si et seulement si elle n'est pas en bijection

avec la classe universelle (c'est-�a-dire la classe de tous les ensembles) 2.

L'id�ee g�en�erale de cet essai sera d'�etudier une autre th�eorie, faisant mieux

ressortir ce qui ne va pas dans la th�eorie na��ve des ensembles. Cette th�eorie

sera la th�eorie du premier ordre GPK+.

L'id�ee de GPK+ est de dire que le paradoxe de Russell (et les autres

paradoxes de la th�eorie na��ve des ensembles) viennent du fait que l'on a

utilis�e une n�egation dans la d�e�nition de ce que l'on aurait voulu être un

ensemble. On postule donc que toute formule positive (sur le langage de

la th�eorie des ensembles) d�e�nit un ensemble. Cette th�eorie est beaucoup

trop faible pour fournir quoi que ce soit d'int�eressant. On �elargit donc la

classe des formules positives aux formules positives born�ees (on autorise

en plus des quanti�cateurs du type 8x 2 y ou 9x 2 y). On ajoute ensuite

un sch�ema d'axiomes disant que pour toute hh classe d'ensembles ii (c'est-

�a-dire pour toute collection d�e�nissable d'ensembles), on peut trouver un

plus petit ensemble (pour l'inclusion) qui la contient, cet ensemble �etant

appel�e la clôture de la classe. Ce dernier point peut être vu comme une

version a�aiblie du point (b) de la th�eorie na��ve.

On remarque que la th�eorie GPK+ est essentiellement non bien fond�ee.

La formule x = x est positive, ce qui permet de conclure �a l'existence de

l'ensemble universel V = fx
�� x = xg; �evidemment V 2 V . Une d�e�nition

pr�ecise de GPK+ sera donn�ee aux chapitres 1 et 2.

2: Le lecteur pourra trouver un compte-rendu de l'histoire du d�eveloppement de la

th�eorie des ensembles, comprenant une bibliographie dans [18].
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2. Ce qui est connu sur GPK+

La th�eorie GPK+ apparâ�t pour la premi�ere fois dans [26] et dans [11] (en

fait elle apparâ�t sous une forme plus faible: GPK). Dans ces articles sont

construits des mod�eles de GPK+, qui sont �etudi�es en d�etail. Ces mod�eles

sont les hyperunivers 3. D'autres articles, dus �a M. Forti (en collaboration

avec F. Honsell et M. Lenisa) ont paru sur les hyperunivers ([13], [14], [16],

[15] et [17]). Il convient �egalement de mentionner la th�ese de R.J. Malitz

([23]) qui �etudie des structures fort semblables aux hyperunivers et fait

oÆce de pr�ecurseur en ce domaine (en r�ealit�e, certaines structures �etudi�ees

par Malitz sont des hyperunivers, mais ceci n'a �et�e prouv�e que plus tard;

de plus la notion d'hyperunivers n'�etait pas d�egag�ee).

Les hyperunivers sont les seuls mod�eles que l'on connâ�t r�eellement de

GPK. (D'autres mod�eles existent mais sont construits directement �a partir

de ceux-ci). Donnons, �a titre informatif, une d�e�nition de ceux-ci.

Rappelons la d�e�nition de la topologie de Vietoris (voir [3]). Dans ce qui

suit nous utiliserons les notions de �-topologie, �-compacit�e d'un espace

�-topologique, etc. Toute ces notions proviennent des notions habituelles,
en rempla�cant hh �ni ii par hh �-�ni ii, c'est-�a-dire de cardinalit�e < �. Un
espace �-topologique est donc un espace topologique o�u la classe des ferm�es
est stable par intersection �-�nie.

Définition.
La �-topologie de Vietoris sur l'ensemble PclX des sous-ensembles

ferm�es d'un espace topologiqueX est la �-topologie ayant comme sous-

base des ensembles ferm�es les ensembles suivants: �(a) = PclX \P(a)
et �(a) = fc 2 PclX j c \ a 6= ?g pour chaque ensemble ferm�e a de X .

Définitions. Une structure (H;2H ) o�u H est un espace �-topologique 0-
dimensionnel et 2H est une relation binaire extensionnelle sur H est

un �-hyperunivers ssi 4

 2H :H ! PclH :  2H (x) = fy 2 H j y 2H xg

3: Le terme hh hyperunivers ii apparâ�t dans [11].

4: hh ssi ii est une abr�eviation pour hh si et seulement si ii.
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est un hom�eomorphisme entre H et sa �-topologie de Vietoris sur

PclH . �Etant donn�e un hyperunivers, son additivit�e est le plus petit

cardinal � telle que ce soit un �-hyperunivers.

Remarque. Le caract�ere 0-dimensionnel est automatiquement satisfait

lorsque � > !.

La topologie des hyperunivers jouit de propri�et�es remarquables; on peut

montrer, par exemple, qu'elle est �-compacte 5. De plus, il est �egalement

possible de montrer que si � d�esigne l'additivit�e d'un hyperunivers; alors

� est fortement inaccessible et rami�able 6.

3. Présentation

Le but de ce travail est d'�etudier la th�eorie GPK+ en tant que telle,

d'�etudier quelle th�eorie des ensembles peut être men�ee �a bien dans GPK+.

Mis �a part les quelques propositions triviales donn�ees au chapitre 1, rien

n'avait �et�e fait jusqu'�a pr�esent dans ce domaine. Pr�ecisons toutefois que

les travaux sur les hyperunivers, les mod�eles connus de GPK+, ont �et�e une

source d'inspiration pour l'�etude de cette th�eorie.

Les chapitres 1 et 2 donnent les axiomes de la th�eorie ainsi que quelques

propri�et�es de base de celle-ci. Nous y remarquons notamment que les

mod�eles de GPK+ satisfont plusieurs axiomes des hyperunivers. On y

voit par exemple que, �a l'instar des hyperunivers, les mod�eles de GPK+ se

comportent comme des espaces topologiques; cependant ce n'est plus une

intersection quelconque de ferm�es qui donne un ferm�e (axiome H3) mais

une intersection d�e�nissable de ferm�es qui donne un ferm�e.

Le chapitre 3 commence r�eellement l'�etude de GPK+. Nous y �etudions

des propri�et�es de th�eorie des ensembles ainsi que des propri�et�es hh topo-

logiques ii. On y montre notamment que le sch�ema de remplacement est

valable pour les ensembles hh discrets ii.

5: Si P est une propri�et�e d'un espace topologique; �-P est la propri�et�e P o�u l'on

a remplac�e partout hh �ni ii par hh �-�ni ii c'est-�a-dire de cardinalit�e < �; �-compact

signi�e donc que tout recouvrement par des ouverts contient un sous-recouvrement de

cardinalit�e < �.

6: On inclut ! (l'ensemble des ordinaux �nis) parmi les cardinaux fortement inacces-

sibles et rami�ables.
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Le chapitre 4 se consacre �a l'�etude des ordinaux dans GPK+. On y montre

qu'ils sont isol�es (au sens topologique). On y montre en outre qu'ils ont

des propri�et�es fort semblables aux ordinaux de ZF. Ce point de vue sera

�eclairci plus tard: nous verrons au chapitre 6 qu'ils sont r�eellement ceux

de ZF.

Au chapitre 5, on d�e�nit la notion d'ensembles bien fond�es. On montre

que ceux-ci peuvent s'obtenir par induction de la même mani�ere que dans

ZF0 (ZF sans l'axiome de fondement).

Au chapitre 6, on montre que, moyennant l'ajout d'une forme de l'axiome

de l'in�ni, les ensembles bien fond�es forment une interpr�etation de la

th�eorie ZF de Zermelo-Fraenkel (les ordinaux de GPK+ �etant bien fond�es;

on remarque, comme mentionn�e au chapitre 4 que ce sont ceux de ZF). De

plus, on remarque que l'on peut repr�esenter une classe A d'ensembles bien

fond�es par sa clôture A; ceci de mani�ere injective. Cette remarque permet
de montrer que l'on peut, en fait, interpr�eter la th�eorie de Kelley-Morse.

La th�eorie de Kelley-Morse prouvant la consistance de ZF; il en est de

même de GPK+
1

(GPK++ l'axiome de l'in�ni).

Le chapitre 7 se consacre �a l'�etude de la th�eorie d'origine GPK. On y

�etudie dans quelle mesure les r�esultats des paragraphes pr�ec�edents peuvent

s'adapter. On y montre que, moyennant l'axiome de l'in�ni, il est toujours

possible d'interpr�eter la th�eorie ZF.

Au chapitre 8, nous prouvons que GPK+ n'est pas �niment axiomatisable.

Au chapitre 9, nous donnons une variante de la th�eorie GPK+, o�u les

classes propres deviennent des vrais objets de la th�eorie. On y remarque

que cette th�eorie, nomm�ee GBGPK+, est �niment axiomatisable et que, de

plus, tout th�eor�eme de GBGPK+ ne faisant intervenir que des ensembles

est prouvable dans GPK+ et vice-versa. Ceci est tout �a fait analogue au

passage de la th�eorie ZF �a la th�eorie de G�odel-Bernays, d'o�u le titre du

chapitre: hh G�odel-Bernays dans GPK ii.

Au chapitre 10, nous introduisons l'axiome de Kelley-Morse hh On est ra-

mi�able ii. Ce dernier axiome est une g�en�eralisation �a On (la classe des

ordinaux) de la propri�et�e correspondante pour les cardinaux de ZF. C'est

une propri�et�e tr�es forte, elle implique notamment l'existence d'une classe
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propre de cardinaux inaccessibles. La raison pour laquelle on introduit cet

axiome est qu'il sera utile au chapitre suivant.

Le chapitre 11 est le plus important. Nous y montrons que GPK+
1

in-

terpr�ete la th�eorie KM+ hh On est rami�able ii et vice-versa. Ce r�esultat

montre que GPK+
1 est une th�eorie tr�es forte.

Au chapitre 12, nous montrons un th�eor�eme de point �xe valable dans GPK+.

Au chapitre 13, nous dirons quelques mots sur les hh d�ecorations de graphes ii.

On y donne un graphe qui n'admet aucune d�ecoration. Ceci montre intui-

tivement que l'on ne peut avoir hh tous ii les ensembles non bien fond�es.

Au chapitre 14, nous �etudions dans Kelley-Morse et dans G�odel-Bernays

une propri�et�e de point �xe semblable �a celle du chapitre 12.

En guise de conclusion, les r�esultats prouv�es dans ce qui suit montrent

qu'en fait les th�eories habituelles telles que ZF ont exclu trop d'ensembles.

En d�etruisant exactement ce qui fournit le paradoxe de Russell (l'usage

de la n�egation), on retrouve non seulement les ensembles des th�eories ha-

bituelles des ensembles ainsi que de nombreux autres ensembles non bien

fond�es (tel l'univers) qu'on n'avait aucune raison valable d'exclure.

Signalons que les principaux r�esultats apparaissant dans ce Cahier �gurent

dans les trois articles [5], [6], [8].

4. Prérequis

Nous avons essay�e que ce travail puisse être lu de mani�ere ind�ependante.

En annexe, nous avons rappel�e les points essentiels �a connâ�tre pour sa

compr�ehension. Nous avons n�eanmoins suppos�e que le lecteur �etait fami-

liaris�e avec la th�eorie habituelle des ensembles ZF (le lecteur pourra trou-

ver un expos�e de cette th�eorie dans [22]). Nous avons �egalement suppos�e

que le lecteur mâ�trise les rudiments de la th�eorie des mod�eles (le calcul

des pr�edicats) ainsi que le c�el�ebre th�eor�eme d'incompl�etude de G�odel. Le

lecteur ayant quelques lacunes dans ces domaines pourra les combler en

lisant les chapitres A1 et le d�ebut du chapitre A2 de [2] (pour le calcul des

pr�edicats) ainsi que le chapitre D2 de ce même ouvrage (pour le th�eor�eme

de G�odel).
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Nous avons �egalement utilis�e certaines propri�et�es de grands cardinaux.

Elles sont rappel�ees en annexe. Il serait n�eanmoins pr�ef�erable que le lecteur

ait une certaine connaissance pr�ealable sur ce sujet, voir par exemple le

chapitre B3 de [2]. Quelques connaissances �el�ementaires de topologie sont

�egalement n�ecessaires �a la bonne compr�ehension de cet ouvrage (voir par

exemple [21]).
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Chapitre 1

Les axiomes de la théorie

Le langage consid�er�e ici sera celui de la th�eorie des ensembles: l'�egalit�e

(=) et un symbole de relation binaire appel�e hh appartenance ii (2). Sur

ce langage, on d�e�nit de mani�ere habituelle les notions de terme et de

formule.

Si � est une formule, on notera �(x1; : : : ; xn) pour indiquer que les va-
riables libres de � sont parmi x1; : : : ; xn. On utilisera parfois la notation

vectorielle �(~x) au lieu de �(x1; : : : ; xn) a�n d'all�eger l'�ecriture.

Nous utiliserons aussi des param�etres dans les formules (sauf mention

contraire). Ceux-ci ne servent qu'�a all�eger l'expos�e; les th�eor�emes (et les

axiomes) que nous �enoncerons doivent �evidemment être des formules sans

param�etres. G�en�eralement, nous utiliserons les premi�eres lettres de l'alpha-

bet latin (a; b; c; : : : ) pour d�esigner ceux-ci; les derni�eres (x; y; z) servent �a
repr�esenter les variables.

Classiquement, nous utiliserons aussi la notation �(e1; : : : ; en) pour d�esi-
gner la formule � o�u l'on a remplac�e les variables libres par les hh expressions

ensemblistes ii e1; : : : ; en. Par expression ensembliste, nous entendons les

variables libres ainsi que les expressions fx
�� �(x; ~y)g o�u � est une for-

mule quelconque dont les variables libres sont parmi les (x; ~y). Il faut
�evidemment retraduire les symboles d'appartenance et d'�egalit�e entre ces

expressions pour obtenir une vraie formule.
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Notation. Si � est une collection de formules, on note comp(�) la compr�e-

hension pour les formules de �, c'est-�a-dire le sch�ema d'axiomes

suivant:

comp(�): la clôture universelle des axiomes 9u8t (t 2 u, ');
pour chaque formule ' 2 � n'ayant pas u pour

variable libre.

Remarquons que le fait de prendre la clôture universelle permet de

d�e�nir des ensembles �a l'aide de formules avec param�etres.

La th�eorie na��ve des ensembles voudrait avoir la compr�ehension pour

toutes les formules. Le paradoxe de Russell montre que l'on ne pourra

jamais avoir la compr�ehension pour la formule suivante: hh t =2 t ii. Nous

�etudierons ici une th�eorie disant que toute formule hh positive g�en�eralis�ee ii,

c'est-�a-dire ne contenant pas trop de n�egation, d�e�nit un ensemble.

Commen�cons par d�e�nir la classe BPF de formules (BPF pour Bounded

Positive Formulas). Ce sont les formules construites �a partir des formules

atomiques (les formules de la forme hh x 2 y ii et hh x = y ii) et des �etapes

de construction suivantes:

(a) �A partir de ',  ; construire :

' ^  ; ' _  ; (8x 2 y)'; 9x':

D�e�nissons �a pr�esent les formules GPF (GPF pour Generalized Posi-

tive Formulas). Elles sont construites �a partir des formules atomiques,

des �etapes de construction des formules BPF et de l'�etape suivante:

(b) Si ' est une formule GPF et �(x) une formule quelconque ayant pour
seule variable libre x, alors la formule suivante est GPF :

8x (�(x)) '):

Sauf mention contraire, nous utiliserons les conventions suivantes:

I les derni�eres lettres de l'alphabet grec en minuscules: ', �,  (pas

la lettre ! qui sera r�eserv�ee �a un autre usage) seront utilis�ees pour

repr�esenter les formules GPF ou BPF ;

I les lettres grecques majuscules (sauf � et 
) seront utilis�ees pour

repr�esenter les formules quelconques;



Les axiomes de la th�eorie 21

I les lettres minuscules latines seront utilis�ees pour repr�esenter ce qui

sera des ensembles, c'est-�a-dire les objets de la th�eorie.

On d�e�nit �a pr�esent la th�eorie GPK telle qu'elle a �et�e d�e�nie dans [26] et

[11].

Définition. La th�eorie GPK est la th�eorie dont les axiomes sont :

(a) EXT: 8x8y(x = y , 8z(z 2 x, z 2 y))
(axiome d'extensionnalit�e),

(b) VIDE: 9x 8y y =2 x (cet x sera classiquement not�e ?),

(c) comp(GPF )

Remarquons que le point (c) est �evidemment un sch�ema. L'axiome (b)

sert �a �eviter le mod�ele trivial form�e d'un seul auto-singleton (un ensemble


 est dit être un auto-singleton ssi 1 
 = f
g, c'est-�a-dire ssi 8x x 2

 , x = 
). En e�et on peut remarquer que si un mod�ele M est form�e

d'un seul auto-singleton 
, alors pour chaque formule GPF '(x1; : : : ; xn),
on a M � '(
; : : : ;
) (proc�eder par induction sur la complexit�e de ').
De plus, si un mod�ele M de GPK � fVIDEg n'a qu'un seul �el�ement 
,

alors on doit avoir 
 2 
. Finalement, on voit que si M est un mod�ele

de GPK�fVIDEg comprenant deux �el�ements distincts a et b alors VIDE
est satisfait car ? = fx

�� x = a ^ x = bg est d�e�ni par une formule BPF .
Ces consid�erations montrent donc que

GPK� fVIDEg � VIDE, (9a 9b a 6= b):

Dor�enavant, on se placera dans un mod�ele donn�e de GPK.

La formule t = t �etant BPF , on voit qu'il existe un ensemble V = ft
�� t =

tg de tous les ensembles. Ceci montre que GPK est une th�eorie non bien

fond�ee, on a en e�et V 2 V ! Le paradoxe de Russell montre que l'on ne

peut avoir l'existence de l'ensemble suivant: fx
�� x =2 xg. On voit d'ailleurs

qu'il n'est pas d�e�ni par une formule GPF .

De la même mani�ere que dans ZF, on maniera des classes dans GPK. Si

�(x; a1; : : : ; an) est une formule quelconque dont les variables libres sont
parmi (x; a1; : : : ; an); pour chaque a1; : : : ; an la collection A suivante:

1: hh ssi ii est une abr�eviation pour si et seulement si.
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A = fx
�� �(x; a1; : : : ; an)g sera appel�ee une classe. Les classes ne sont pas

des objets de la th�eorie. Elles ne �gurent que comme abr�eviations; ainsi si

A = fx
�� �(x;~a)g, une notation telle que x 2 A doit être vue comme une

abr�eviation pour la formule �(x;~a). De mani�ere naturelle, si A et B sont

deux classes, l'expression A = B signi�era x 2 A , x 2 B. On d�e�nit de

mani�ere �evidente les op�erations de r�eunion ([), d'intersection (\), : : : de

classes.

Nous dirons qu'une classe A est un ensemble ssi 9a 8x(x 2 a, x 2 A). Si
cet a existe, il est unique en vertu de l'axiome d'extensionnalit�e. Dans ce

dernier cas, nous noterons a = A et nous identi�erons a et A. Nous appel-
lerons classe propre une classe qui n'est pas un ensemble. Nous utiliserons

les lettres majuscules de l'alphabet latin pour d�esigner les classes.

Dans la th�eorie GPK, on ne peut plus, comme on le faisait pour ZF,

imaginer les classes propres comme �etant des collections hh trop grosses

pour former des ensembles ii. La plus hh grosse ii classe, la classe universelle

V; est ici un ensemble !

La proposition suivante dit que l'axiome de la paire est satisfait.

Proposition 1.1. 8a 8b 9u 8t (t 2 u, (t = a _ t = b)).

Preuve. | C'est une des formules du sch�ema d'axiomes comp(BPF )

(prendre ' � hh t = a _ t = b ii). 2

�Etant donn�e deux ensembles a et b, on d�e�nit le couple (a; b): (a; b) =
ffag; fa; bgg. On voit en utilisant successivement l'axiome de la paire

que l'on a: 8a 8b 9x x = (a; b). Plus g�en�eralement, on d�e�nit aussi

des n-uples (a1; : : : ; an) pour chaque entier n. Ceux-ci sont d�e�nis par
(m�eta-)induction sur n:

(a) = a
(a1; : : : ; an+1) = ((a1; : : : ; an); an+1):

Remarquons qu'�a ce stade, n est un entier de la m�etath�eorie, ce n'est pas

un ensemble de la th�eorie. On verra cependant plus loin que l'on peut

repr�esenter les entiers dans la th�eorie GPK.
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Définitions. Une fonctionnelle est une classe F de couples satisfaisant:

8x 8y 8z ((x; y) 2 F ^ (x; y0) 2 F ) y = y0) :

L'expression y = F (x) d�esigne la formule (x; y) 2 F . Une fonction est

d�e�nie comme �etant une fonctionnelle qui est un ensemble.

La proposition suivante montre que l'on peut manier librement les couples

dans GPK.

Proposition 1.2. ([11]).
(a) Les formules suivantes sont BPF :

z = fxg; z = fx; yg; z = (x; y); z = (x1; : : : ; xn):

(b) La classe des couples est un ensemble.

(c) Les fonctions de projections p1, p2, d�e�nies comme suit sur l'en-

semble des couples: p1(x; y) = x et p2(x; y) = y, sont des en-

sembles. Il en est de même des fonctions e�ectuant des manipu-

lations naturelles sur les couples (permutation des composantes,

etc.) ou plus g�en�eralement sur les n-uples.

Preuve

(a) Il suÆt simplement d'�ecrire en d�etail ces formules et de v�eri�er que

les formules ainsi �ecrites sont BPF , par exemple z = fx; yg s'exprime
par

((8h 2 z)(h = x _ h = y)) ^ (x 2 z) ^ (y 2 z):

On fait de même avec z = (x; y) en utilisant le fait que z = fx; yg
est BPF .

(b) Soit C cette classe, on a C = fz
�� 9x 9y z = (x; y)g, elle est donc

d�e�nie par une formule BPF en vertu du a).

(c) Ceci se montre tr�es facilement de la même mani�ere que le (a). 2

Cette proposition permet de d�eduire, en corollaire, la proposition suivante

(qui est en fait un sch�ema).

Proposition 1.3. Soit '(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym) une formule BPF , on a:

8a1 : : :8am 9e e = f(x1; : : : ; xn)
�� '(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am)g:
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Preuve. | On a

e =
�
z
�� 9x1 : : : 9xn z = (x1; : : : ; xn) ^ '(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am)

	
:

2

On a la proposition suivante concernant les fonctions :

Proposition 1.4. Soient f et g des fonctions, alors :

(a) dom(f)
d�ef
=
�
x
�� 9y y = f(x)

	
est un ensemble.

(b) im(f)
d�ef
=
�
y
�� 9x y = f(x)

	
est un ensemble.

(c) Il existe une fonction (donc un ensemble) f̂ :

f̂(x)
d�ef
=
�
f(y)

�� y 2 x	 :
(d) f Æ g

d�ef
=
�
(x; y)

�� 9z z = g(x) ^ y = f(z)
	
est une fonction (donc

un ensemble).

Preuve. | On v�eri�e facilement que dom(f) et im(f) sont d�e�nis par

des formules BPF . Pour le (c), on d�e�nit f̂ de la mani�ere suivante:

f̂ =
�
(x; z)

�� [8r 2 z 9y 2 x ((y; r) 2 f)] ^ [8y 2 x 9s ((y; s) 2 f ^ s 2 z)]
	
:

Il est ais�e de voir que f̂ r�epond �a la question, de plus f̂ est d�e�nie par une

formule BPF .

Pour le (d), on v�eri�e facilement que f Æg est d�e�nie �a l'aide d'une formule
BPF ayant f et g pour param�etres. 2

Cette proposition permet de conclure que l'on a le sch�ema de remplace-

ment pour les formules GPF :

8a1; : : : ;8an 8x 9y 8t (t 2 y , 9u 2 x '(u; t; a1; : : : ; an))

pour chaque formule GPF '(u; t; a1; : : : ; an) fonctionnelle en u; t. On voit
en e�et que dans ce cas l'ensemble f = f(u; t)

�� '(u; t;~a)g est une fonction
pour chaque valeur des param�etres ~a et que im(f) fournit l'ensemble y
recherch�e.
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Classiquement, si A et B sont deux classes (pas n�ecessairement propres),

on d�e�nit le produit de A et de B comme �etant:

A�B = f(x; y)
�� x 2 A ^ y 2 B)g:

Dor�enavant lorsqu'on disposera d'un n-uple (a1; : : : ; an), nous l'identi-

�erons avec tout autre parenth�esage de la suite (a1; : : : ; an). Ainsi le
triple (a1; a2; a3) = ((a1; a2); a3) sera identi��e �a (a1; (a2; a3)). Ces iden-
ti�cations ne posent pas de probl�emes puisque l'on passe d'une forme �a

l'autre par des fonctions (c'est-�a-dire des ensembles) en vertu de la propo-

sition 1.2. Moyennant cet abus de langage, le produit ensembliste devient

une op�eration associative. Si A est une classe (pas n�ecessairement propre)

on note An d�ef
= A� � � � �A| {z }

n fois

.

Nous utiliserons quelquefois la notation vectorielle ~x si ~x d�esigne un n-uple.
Une formule � �a n variables libres x1; : : : ; xn sera parfois not�ee �(~x) au lieu
de �(x1; : : : ; xn). Dans le même ordre d'id�ees, nous �ecrirons quelquefois
8~x au lieu de 8x1 : : :8xn; de même, on �ecrira 9~x pour 9x1 : : :9xn.

Une ambigu��t�e pourrait nâ�tre dans la notation �(~x). On pourrait soit

interpr�eter cette notation comme �etant une formule ayant n variables

libres (x1; : : : ; xn), soit comme �etant une formule �a une variable libre que
l'on a remplac�e par le n-uple (x1; : : : ; xn). Mais en vertu des propositions

pr�ec�edentes, on peut coder les n-uples de telle fa�con que l'on puisse passer
d'une formule du premier type �a une formule du second type en respectant

son caract�ere BPF ou GPF (et r�eciproquement). Ceci montre que ce l�eger

abus de langage ne peut être source de probl�emes.
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Chapitre 2

Le schéma d'axiomes CL

Dans ce chapitre, nous pr�esenterons un sch�ema d'axiomes g�en�eralisant la

r�egle de formation (b) des formules GPF .

Dans le premier paragraphe, nous donnerons l'�enonc�e du sch�ema CL. Nous

y verrons que cet �enonc�e revient, en quelque sorte, �a autoriser des pa-

ram�etres dans la formule � de la r�egle de formation (b) des formules GPF .

Dans le dernier paragraphe, nous verrons que, moyennant le sch�ema CL, les

mod�eles de GPK deviennent en quelque sorte des hh mod�eles topologiques ii.

Nous ferons le parall�ele avec les hyperunivers { les mod�eles connus de

GPK { qui sont tous topologiques.

2.1. Le schéma CL et la règle de formation (b)
des formules GPF

Soit A une classe, nous dirons que A a une clôture si l'intersection des

ensembles qui la contiennent forme un ensemble, autrement dit s'il existe

un plus petit ensemble (pour l'inclusion) qui la contient. Nous noterons A
ou cl(A) , la clôture de A si elle existe.

Soit A = ft
�� �(t)g une classe d�e�nissable par une formule sans param�etres
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(c'est-�a-dire � a une seule variable libre t). On montre que A a une clôture.

En e�et, soit

b =
�
y
�� 8x (x � ft

�� �(t)g)) y 2 x
	
;

b est un ensemble car il est d�e�ni par une formule GPF . On voit aussi que
b est l'intersection des ensembles qui contiennent la classe ft

�� �(t)g. Ceci
donne la proposition 2.1 (exprimable par un sch�ema) prouvable dans GPK.

Proposition 2.1.
Toute classe d�e�nie par une formule sans param�etres a une clôture.

Nous allons maintenant d�emontrer l'�etape de formation (b) des formules

GPF �a partir de la proposition 2.1. Soit CBPF la th�eorie EXT + VIDE

+ comp(BPF ) (CBPF pour hh Comprehension for Bounded Positive For-

mulas ii). Soit P2:1 l'�enonc�e de la proposition 2.1.

Proposition 2.2. CBPF+ P2:1 � C (GPF ).

Preuve. | Soit ' une formule GPF . On va montrer, par induction sur la

complexit�e de ', que la classe
�
~y
�� '(~y;~a)	 est un ensemble (ici ~y d�esigne

les variables libres de ' et ~a les param�etres).

Si ' est atomique, c'est vrai puisque ' est BPF . Pour l'�etape de forma-

tion (a), supposons que '
d�ef
, '(y; ~z;~a)

d�ef
, 8x 2 y '0(x; y; ~z;~a) o�u '0

estGPF . Par l'hypoth�ese d'induction, la classe b =
�
(x; y; ~z)

�� '0(x; y; ~z;~a)	
est un ensemble. On a donc�

(y; ~z)
�� '(y; ~z;~a)	 = �

(y; ~z)
�� 8x 2 y(x; y; ~z) 2 b	 :

Cette classe est un ensemble car elle est d�e�nie par une formule BPF . Les

autres �etapes de (a) se d�emontrent de mani�ere analogue.

Supposons maintenant que '
d�ef
, '(~y;~a)

d�ef
, 8x(�(x)) '0(x; ~y;~a)). Consi-

d�erons la classe A suivante:

A =
�
(~y; ~u)

�� 8x(�(x)) '0(x; ~y; ~u))
	
;

cette classe est d�e�nie par une formule sans param�etres, elle a donc une

clôture A. Montrons que A = A et donc que A est un ensemble. Il suf-

�t clairement de montrer que A � A. Soit (~y 0; ~u0) 2 A. Fixons un x
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tel que �(x). On a clairement
�
(~y; ~u)

�� '0(x; ~y; ~u)	 � A, et donc aussi�
(~y; ~u)

�� '0(x; ~y; ~u)	 � A, on en conclut que l'on a '0(x; ~y 0; ~u0), ceci pour
chaque x tel que �(x); on a donc (~y 0; ~u0) 2 A. On remarque maintenant

que �
~y
�� '(~y;~a)	 = bp1 �A \ �(~y; ~u) �� ~u = ~a

	�
;

o�u p1 est la fonction qui envoie le couple (~y; ~u) sur ~y. La classe A \�
(~y; ~u)

�� ~u = ~a
	
est un ensemble car d�e�nie par une formule BPF (ayant

A et ~a pour param�etres). Ce qui ach�eve la preuve. 2

Remarque. Nous pouvons voir que, dans l'�etape de formation (b) des for-
mules GPF , il n'est pas n�ecessaire que ' soit GPF , il suÆt qu'elle soit

atomique. Soit en e�et GPK0 la th�eorie obtenue de la même mani�ere

que GPK mais o�u la r�egle (b) a �et�e a�aiblie comme mentionn�e ci-

dessus. Montrons que GPK0 � comp(GPF ). Un examen de la preuve

de la proposition 2.1 montre que celle-ci reste satisfaite dans GPK0. On

utilise alors la proposition 2.2 pour montrer que l'on a comp(GPF ).

Les consid�erations pr�ec�edentes nous am�enent �a renforcer la proposition 1.1

par le sch�ema d'axiomes CL disant que toute classe a une clôture 1. Plus

pr�ecis�ement:

CL: 8~a9x [8z (�(z;~a)) z 2 x) ^ 8y (8z (�(z;~a)) z 2 y)) x � y)] ;

pour chaque formule � dont les variables libres sont parmi les (z;~a).

Dans le sch�ema CL, ~a doit être vu comme une liste de param�etres et

l'ensemble x comme la clôture de fz
�� �(z;~a)g, c'est-�a-dire un ensemble

tel que

fz
�� �(z;~a)g � x et 8y (y � fz

�� �(z;~a)g)) x � y:

Nous noterons GPK+ la th�eorie CBPF+CL, en vertu de la proposition 2.2

cette th�eorie est �equivalente �a GPK+CL.

1: Le sch�ema CL destin�e �a renforcer GPK m'a �et�e sugg�er�e par M. Bo�a. Nous ignorons

si le sch�ema CL est d�emontrable �a partir des axiomes de GPK; cela ne semble cependant

pas être le cas.
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2.2. La hh topologie ii de GPK+ et
les hyperunivers

Il est possible de voir que l'op�eration de clôture d'une classe donne une

op�eration correspondant �a une clôture topologique. On voit en e�et qu'elle

satisfait les axiomes de la clôture topologique d'un espace topologique: si

A est une classe, on a

A = A; A � A; A [ B = A [ B; ? = ?: (?)

Rappelons cependant que cette clôture ne s'applique qu'aux classes de

GPK+, c'est-�a-dire aux parties d�e�nissables de l'univers de GPK+. En

topologie, il est connu que si l'on a un ensemble E et une op�eration de

clôture d�e�nie sur l'ensemble des parties de E qui satisfait les axiomes (?),
alors si l'on d�e�nit une partie A � E comme �etant ferm�ee ssi A = A; on a

que les parties ferm�ees de A satisfont les axiomes d'un espace topologique.

Il est donc naturel, dans le cadre qui nous occupe, de d�e�nir une classe

A comme �etant ferm�ee ssi A = A; ce qui est �equivalent �a dire que A
est un ensemble. De même, on dira qu'une classe A est ouverte ssi son

compl�ement Ac = fx
�� x =2 Ag est un ensemble. Comme on pouvait s'y

attendre, les classes ferm�ees se comportent comme les ferm�es d'un espace

topologique:

Proposition 2.3.
(a) La classe vide ? et la classe universelle V = fx

�� x = xg sont

ouvertes et ferm�ees.

(b) L'union de deux classes ferm�ees est une classe ferm�ee.

(c) L'intersection des �el�ements d'une classe (c'est-�a-dire d'une famille

d�e�nissable de classes ferm�ees) est une classe ferm�ee.

(Remarquons que cette proposition est exprimable au premier ordre,

on a besoin d'un sch�ema pour le point (c)).

Preuve

(a) La classe vide est ferm�ee en vertu de l'axiome VIDE. La classe univer-

selle V est ferm�ee car elle est d�e�nie par une formule BPF : V = fx
��

x = xg. Ces deux classes �etant compl�ementaires l'une de l'autre, elles

sont �egalement ouvertes.
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(b) Soient a et b deux classes ferm�ees (c'est-�a-dire des ensembles), on a

a [ b = fx
�� x 2 a _ x 2 bg et donc a [ b est un ensemble (c'est-�a-dire

une classe ferm�ee).

(c) Soit �(x;~a) une formule quelconque. Montrons que pour chaque ~a la

classe suivante: A =
S
fx

�� �(x;~a)g est ferm�ee. Il suÆt �evidemment

de prouver que A � A. Pour chaque x tel que �(x;~a); on a A � x et

donc A � x. On a donc A =
S
fx

�� �(x;~a)g = A; ce qui ach�eve la

preuve. 2

On voit �a pr�esent que les mod�eles de GPK+ satisfont les axiomes H1,

H2, H4, H5 des hyperunivers ainsi que l'axiome H3 restreint aux parties

d�e�nissables de GPK+ (c'est-�a-dire aux classes de GPK+) (les axiomes

des hyperunivers ont �et�e rappel�es dans l'introduction; nous y avons aussi

donn�e la liste des principales r�ef�erences sur ce sujet).

Les hyperunivers sont les seuls mod�eles hh r�eellement connus ii de GPK. Les

hyperunivers, �etant des mod�eles topologiques d'ensembles, disposent de

l'op�eration de clôture topologique et satisfont donc le sch�ema d'axiomes CL.

De plus, les hyperunivers satisfont d'autres axiomes (tels la compacit�e et

des propri�et�es de s�eparation forte) que l'on ne voit pas comment prouver

dans GPK+.
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Chapitre 3

Premières propriétés de GPK+

Dans ce chapitre, nous �etudierons les premi�eres propositions que l'on peut

prouver dans GPK+; nous nous placerons donc dans cette th�eorie.

Commen�cons par remarquer qu'il est �evident que l'on peut traduire des

expressions comportant des quanti�cations sur des classes ferm�ees par

des formules du premier ordre car les classes ferm�ees correspondent, par

d�e�nition, aux �el�ements de la th�eorie.

Il en est de même des aÆrmations comprenant des quanti�cations sur des

classes ouvertes; car celles-ci se ram�enent �a des expressions du premier

type en rempla�cant chaque quanti�cation sur une classe ouverte par une

quanti�cation du même type sur son compl�ement et chaque x 2 U , o�u U
est une classe ouverte, par x =2 U c.

On d�e�nit de mani�ere naturelle la notion de point d'accumulation d'une

classe A.

Définition. Un ensemble a est dit être un point d'accumulation d'une

classe A ssi a 2 A n fag.

Remarquons que la hh topologie ii de GPK+ satisfait le premier axiome

de s�eparation T1 (c'est-�a-dire les singletons des �el�ements sont ferm�es) en
vertu de la proposition 1.1 (avec a = b).
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Définition. Un ensemble est dit isol�e ssi la classe fag est ouverte. De

mani�ere pr�ecise:

hh a est isol�e ii
d�ef
, 9x8y (y 6= a, y 2 x):

Proposition 3.1. Soit A une classe, on a pour tout ensemble x: x 2 A ssi

pour chaque classe ouverte U avec x 2 U , on a U \ A 6= ?.

Remarque. Cette proposition est exprimable au premier ordre par un

sch�ema d'axiomes (on a besoin d'un axiome pour chaque classe A).

Preuve de la proposition 3.1. | Il suÆt de s'assurer que la preuve

de la proposition topologique correspondante est encore valable dans le

contexte qui nous occupe. Soit x 2 A et soit U une classe ouverte avec

x 2 U . Si U \ A = ?, on aurait Uc � A et donc x 2 Uc par la d�e�nition

de la clôture. Ceci contredit le fait que x 2 U . R�eciproquement, soit x
un ensemble tel que pour chaque classe ouverte U avec x 2 U , on ait

U \ A 6= ?. Il suÆt de montrer que pour chaque ensemble f avec f � A,
on a x 2 f . Soit f avec f � A; si x =2 f , fc serait une classe ouverte qui
ne satisferait pas les hypoth�eses. 2

Voici �a pr�esent une proposition disant que les fonctions sont hh continues ii

pour la hh topologie ii de GPK+.

Proposition 3.2. (exprimable par une formule du premier ordre). Si U est

une classe ouverte et f une fonction, l'image inverse de U par f :

f�1? (U)
d�ef
=
�
y 2 dom(f)

�� f(y) 2 U	
est l'intersection d'une classe ouverte avec le domaine de f .

Preuve. | Soit U une classe ouverte, on a:

f�1? (U) =
�
y 2 dom(f)

�� f(y) 2 U	 = �
y
�� f(y) 2 U c

	c
\ dom(f):

La classe
�
y
�� f(y) 2 U c

	c
est ouverte car son compl�ement est d�e�nissable

par une formule BPF (ayant f et Uc pour param�etres); ce qui montre le

r�esultat. 2
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Rappelons que si a est une classe ferm�ee (c'est-�a-dire un ensemble), et f

une fonction, alors
�
f(x)

�� x 2 a	 = f̂(a) est ferm�ee (proposition 1.4 (c)).
Nous savons qu'en topologie les fonctions continues satisfont cette pro-

pri�et�e; il est donc naturel, en vertu de la proposition pr�ec�edente, que cette

propri�et�e soit satisfaite dans GPK+.

Proposition 3.3. Soient U et W deux classes ouvertes et soit c l'ensemble

des couples, alors il existe une classe ouverteO telle queO \ c = U�W .

Preuve. | On d�e�nit O =
�
(x; y)

�� x 2 Uc _ y 2W c
	c

et on v�eri�e

que le compl�ement de la classe O est d�e�ni par une formule BPF ; ce qui

montre que O est ouverte. Il est ais�e de voir que cette classe O r�epond �a

la question. 2

Ce r�esultat a une signi�cation du point de vue topologique. Le produit

V � V o�u V d�esigne la classe universelle (V � V est donc l'ensemble des

couples) peut être muni naturellement de deux hh topologies ii:

(a) La hh topologie ii induite par celle de V sur V � V (remarquons que

V � V est un ensemble inclus �a V ). Pour cette derni�ere, une classe

O � V � V est dite ouverteind ssi il existe une classe ouverte U avec

O = U \ (V � V ).

(b) La hh topologie ii produit. Pour cette derni�ere, une classe O � V � V
est dite ouverteprod ssi 8(x; y) 2 O, il existe deux classes ouvertes U1

et U2 telles que (x; y) 2 U1 � U2 et U1 � U2 � O.

La proposition 3.3 aÆrme que la deuxi�eme hh topologie ii est hh moins �ne ii

que la premi�ere.

Par cons�equent, un hh ferm�e ii pour la hh topologie ii (b) est �egalement un
hh ferm�e ii pour la topologie (a) et donc aussi pour la hh topologie ii de

GPK+ sur V . Ceci permet de remarquer qu'il est possible de traduire

des expressions comprenant des quanti�cations sur des classes hh ferm�ees ii

ou hh ouvertes ii pour la topologie (b) par des formules du premier ordre.

N�eanmoins, nous n'utiliserons pas la topologie (b) par la suite. Une ques-

tion naturelle est de savoir si la topologie (b) est r�eellement moins �ne

que la topologie (a) ou si ces deux topologies pourraient co��ncider. Dans

les hyperunivers et donc dans les mod�eles connus de GPK+, ces deux to-
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pologies co��ncident; ne voyant pas pourquoi ce serait vrai en g�en�eral, nous

conjecturons que ce n'est pas toujours le cas.

Le lemme suivant sera utile par la suite.

Lemme 3.4. Soit f une fonction et soit A une classe telle que A � dom(f).
On a :

cl
��
f(x)

�� x 2 A	� = �
f(x)

�� x 2 cl(A)
	
:

Preuve

�: Clairement, on a�
f(x)

�� x 2 A	 � �
f(x)

�� x 2 cl(A)
	
:

Le membre de droite est un ensemble (proposition 1.4 (c)) ce qui

entrâ�ne

cl(
�
f(x)

�� x 2 A	) � �
f(x)

�� x 2 cl(A)
	
:

�: Soit x 2 cl(A) et soit y = f(x). En vertu de la proposition 3.1, il suÆt

de montrer que pour toute classe ouverte U comprenant y, il existe
x0 2 A avec f(x0) 2 U . Soit U une classe ouverte comprenant y. On a

f�1? (U) = O \ dom(f)

pour une classe ouverte O (proposition 3.2). On a x 2 O et donc

puisque x 2 cl(A), on a O \A 6= ? (proposition 3.1). Soit x0 2 O \A;
on a f(x0) 2 U et le r�esultat. 2

Remarque. Il est connu qu'en topologie, on a l'inclusion de droite �a gauche
si et seulement si f est une fonction continue. Il est donc normal de

la retrouver ici puisque, dans GPK+, les fonctions sont hh continues ii

(proposition 3.2). De plus, on peut voir que la preuve de cette inclusion

est en fait la preuve topologique.

Définition. Un ensemble a est dit discret ssi il n'a pas de point d'accu-

mulation. Autrement dit a est discret ssi pour chaque x 2 A, il existe
une classe ouverte U 3 x, telle que U \ a = fxg.
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Un cas particuli�erement important est celui des ensembles dont tous les

points sont isol�es.

La proposition suivante donne, en quelque sorte, un sch�ema d'axiomes de

remplacement pour les ensembles discrets.

Proposition 3.5. (exprimable par un sch�ema). Soit a un ensemble discret.

Toute fonctionnelle F avec dom(F ) � a est une fonction (c'est-�a-dire

un ensemble); en particulier imF est un ensemble.

Preuve. | Soit a un ensemble discret et soit F une fonctionnelle telle

que dom(F ) � a. Montrons que F est ferm�ee. Il suÆt de montrer que

F � F . Soit (x; y) 2 F (remarquer que les �el�ements de F sont des couples

puisque la classe des couples est ferm�ee) et montrons que y = F (x). En
appliquant le lemme 3.4 �a la fonction p: p(u; v) = u d�e�nie sur l'ensemble

des couples, on obtient x 2 cl(dom(F )). Soit W une classe ouverte telle

que W \ a = fxg. En appliquant la proposition 3.1 �a la classe ouverte

W; on obtient x 2 dom(F ) et donc x 2 a. Il reste �a montrer que y =

F (x). Supposons que y 6= F (x). Soit O la classe ouverte fF (x)g
c
. Soit c

l'ensemble des couples et soit U une classe ouverte telle que U\c =W�O
(proposition 3.3). On a (x; y) 2 U et U\F = ?; ce qui contredit (x; y) 2 F .
On a donc bien y = F (x), ce que l'on voulait. 2

On a le corollaire suivant de la proposition 3.5 (sch�ema de compr�ehension

pour les ensembles discrets).

Corollaire 3.6.
Toute classe A incluse dans un ensemble discret est un ensemble.

Preuve. | Soit I la fonctionnelle identit�e d�e�nie sur A. Elle est ferm�ee
par la proposition 3.5. Son image A est donc un ensemble. 2

Remarque. Toute classe A dont les �el�ements sont isol�es est ouverte. En

e�et, son compl�ement Ac = \
�
fxgc

�� x 2 A	 est un ensemble par la

proposition 2.3 (c).

Proposition 3.7.
Tout ensemble dont chaque �el�ement est isol�e est lui-même isol�e.
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Preuve. | Soit a un ensemble dont les �el�ements sont isol�es. Soit d la fonc-
tionnelle de domaine a d�e�nie de la mani�ere suivante d(x) =

�
y
�� y 6= x

	
.

La fonctionnelle d est une fonction par la proposition 3.5. Nous avons:�
x
�� x 6= a

	
=
�
x
�� (9y 2 x)(y =2 a)	 [ �x �� (9y 2 a)(y =2 x)	 :

Dans le premier membre de l'union, on voit que l'on peut remplacer hh y =2
a ii par hh (8z 2 a)(y 2 d(z)) ii. Dans le deuxi�eme membre, puisque y 2 a,
on peut remplacer y =2 x par hh (8h 2 x)(h 2 d(y)) ii. Ceci montre que

fx
�� x 6= ag est d�e�ni par une formule BPF (ayant a et d pour param�etres);

c'est donc un ensemble. La classe fag est ouverte et a est isol�e. 2

Proposition 3.8. Soit r un ensemble de couples et x; y deux ensembles.

Si pour toute classe ouverte U telle que y 2 U , il existe h 2 U avec

(x; h) 2 r, alors (x; y) 2 r.

Preuve. | Soit r un ensemble de couples. L'�enonc�e de la proposition

devient:

8x8y (8f (y =2 f ) (9h =2 f)((x; h) 2 r))) ) (x; y) 2 r) ;

ce qui est �equivalent �a:

8x8y ((x; y) =2 r ) 9f(y =2 f ^ (8h =2 f)((x; h) =2 r)));

ce qui est vrai, il suÆt de prendre f =
�
z
�� (x; z) 2 r	, qui est un ensemble

car d�e�ni par une formule BPF (ayant x et r pour param�etres). 2

Cette proposition est surtout int�eressante si r =
�
(x; y)

�� x 2 y	 ou si

r =
�
(x; y)

�� y 2 x	.
Définition. Si a est un ensemble, nous dirons que a est transitif ssi

8x8y ((x 2 y ^ y 2 a)) x 2 a). hh a est transitif ii sera not�e tr(a).

La proposition suivante donne quelques axiomes habituels en th�eorie des

ensembles qui sont vrais dans GPK+.

Proposition 3.9. Les axiomes suivants sont satisfaits dans GPK+:

(a) Axiome de la paire:

8a8b 9u8t (t 2 u, (t = a _ t = b)):
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(b) Axiome de l'ensemble des parties:

8x 9u8t (t 2 u, t � x):

(c) Axiome de la r�eunion:

8x 9u8t (t 2 u, 9z (t 2 z ^ z 2 x)):

(d) Axiome de la clôture transitive:

8a 9y (a 2 y ^ tr(y) ^ (8z (a 2 z ^ tr(z))) y � z)):

Autrement dit, pour chaque ensemble a, il existe un plus petit en-

semble y (pour l'inclusion) transitif qui comprend a; cet ensemble

y sera not�e trcl(a).

Preuve

(a) C'est la proposition 1.1.

(b) Prendre ' � hh 8z 2 t z 2 x ii dans C (BPF ).

(c) Prendre ' � hh 9z (t 2 z ^ z 2 x) ii dans C (BPF ).

(d) On prend y =
S�

z
�� tr(z) ^ a 2 z	. La classe y est un ensemble par

la proposition 2.3 c). Il est �el�ementaire de v�eri�er que y est transitif

et que 8z (a 2 z ^ tr(z))) y � z; ce qui ach�eve la preuve. 2

La proposition suivante donne une am�elioration du point (c) de la propo-

sition pr�ec�edente.

Proposition 3.10. La fonctionnelle
S
: x!

S
x est une fonction (c'est-�a-

dire un ensemble).

Preuve. | On a :�
(x; y)

�� y = S
x
	
=
�
(x; y)

�� 8z 2 y 9t (z 2 t ^ t 2 x) ^ (8t 2 x)(t � y)
	
;

ce qui montre que la fonctionnelle
S

est d�e�nie par une formule BPF et

est donc une fonction. 2

Remarque. D'autres fonctionnelles correspondant �a des op�erations en-

semblistes sont des fonctions, notamment la fonctionnelle hh paire ii:

V � V ! V paire(x; y) = fx; yg (pour le prouver, il suÆt de voir

qu'elle est d�e�nie par une formule BPF ).
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La proposition suivante permet de g�en�eraliser quelque peu ce que l'on

entend par formule positive g�en�eralis�ee.

Proposition 3.11. Soit '(x; y;~a) une formule BPF ; alors les formules sui-

vantes sont �equivalentes �a des formules BPF .

(a) 8y (y 3 x) '(x; y;~a));

(b) 8y (y � x) '(x; y;~a)):

Preuve

(a) Cette formule est �equivalente �a :

8z 9t ((t = z [ fxg) ^ '(x; t;~a)):

Il reste donc �a montrer que hh t = z [ fxg ii est BPF . C'est vrai:

t = z [ fxg , (8h 2 t)(h 2 z _ h = x) ^ (z � t) ^ (x 2 t);

ce qui montre le r�esultat.

(b) Il suÆt de remplacer hh t = z [ fxg ii par hh t = z [ x ii dans la preuve

du (a). 2
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Chapitre 4

Les ordinaux dans GPK+

Dans ce chapitre, nous d�evelopperons la th�eorie des ordinaux dans GPK+.

Nous verrons que les ordinaux se comportent comme dans ZF. La plu-

part des preuves des propositions de ce chapitre sont des adaptations des

preuves des propositions correspondantes de ZF (pour celles-ci, nous nous

sommes essentiellement bas�e sur [22]). Nous supposerons que le lecteur est

familier avec celles-ci. Au chapitre 6, nous utiliserons ces r�esultats, ainsi

que ceux du chapitre suivant, pour construire une interpr�etation de ZF.

Les ordinaux de cette interpr�etation seront exactement les ordinaux de

GPK+; ce qui montre que les ordinaux de GPK+ sont hh r�eellement ii ceux

de ZF.

Définition. Un ensemble � est dit être un ordinal ssi � est un ensemble

transitif strictement bien ordonn�e par 2; ce que l'on �ecrira On(�).
Formellement, on a donc

On(�)
d�ef
,

8x8y (x 2 � ^ y 2 �) x =2 y _ y =2 x) ^

8x8y 8z (x 2 � ^ y 2 � ^ z 2 � ^ x 2 y ^ y 2 z ) x 2 z) ^

8z (z � � ^ z 6= ?) 9x (x 2 z ^ 8y (y 2 z ) x 2 y _ x = y))) ^

8x8y (x 2 � ^ y 2 x) y 2 �):
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Nous noterons On la classe des ordinaux: On
d�ef
= f�

�� On(�)g. Nous
utiliserons les lettres de l'alphabet grec en minuscules pour d�esigner les

ordinaux (sauf ', �,  qui sont r�eserv�ees aux formules BPF ou GPF ). La

relation � 2 � sur les ordinaux sera g�en�eralement not�ee � < �. De même,
on notera � 6 � ssi � 2 � _ � = �.

Remarque. Dans la formule On(�) on n'a pas �ecrit que 2 �etait un ordre

total; on le d�eduit du fait que � est bien ordonn�e: si x 2 � et y 2 �
l'ensemble fx; yg a un plus petit �el�ement; supposons que ce soit x, on
a alors x 6 y.

Attirons l'attention sur le fait que dans On(�), on demande que tout

sous-ensemble ait un plus petit �el�ement. A priori, on pourrait avoir une

sous-classe de � qui n'ait pas de plus petit �el�ement. On verra cependant

que toute sous-classe de � est un ensemble et que ce ph�enom�ene ne se

produit donc pas.

Le but est de montrer que les ordinaux ont des propri�et�es analogues �a ceux

de ZF. La proposition suivante est la proposition clef.

Proposition 4.1. Les ordinaux sont des ensembles discrets.

Preuve. | Si � est un ordinal, d�e�nissons pour a 2 �, la classe ouverte
suivante U =

�
x
�� x 2 a _ a 2 x	c. On a clairement U \ � = fag; ce qui

montre le r�esultat. 2

Corollaire 4.2. Toute sous-classe d'un ordinal � est un ensemble.

Proposition 4.3. Si � est un ordinal, on a � =2 �.

Preuve. | On sait, par d�e�nition, que si x 2 �, alors x =2 x. Supposons
que l'on ait � 2 �; on obtient une contradiction en prenant x = �. 2

Proposition 4.4. Tous les �el�ements d'un ordinal sont des ordinaux:

� 2 On ) � � On:
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Preuve. | Elle se v�eri�e facilement comme dans ZF. 2

Définition. Si � est un ordinal, un ensemble s � � est dit être un segment

initial de � ssi:

8x8y (y 2 s ^ x 2 y)) x 2 s:

Proposition 4.5. Les segments initiaux de � sont � et les �el�ements de �.

Preuve. | Soit s � � un segment initial de � et supposons que s 6= �.
Soit l'ensemble non vide suivant:

�
� 2 �

�� � =2 s
	
(c'est un ensemble par

le corollaire 4.2). Cet ensemble a un plus petit �el�ement �0; il est facile de
voir que s = �0. 2

Proposition 4.6. Soient � et � deux ordinaux, on a:

� � � , (� = � _ � 2 �):

Preuve. | L'inclusion de droite �a gauche se d�eduit du fait que les ordi-

naux sont transitifs; pour l'inclusion de gauche �a droite, on voit facilement

que si � � �, � est un segment initial de � et on applique la proposition 4.5.
2

Proposition 4.7. Soient � et � deux ordinaux, alors

� 2 � _ � = � _ � 2 �:

Preuve. | Soit � = � \ �. Il est ais�e de voir que � est un ensemble qui

est un ordinal. On a clairement � � � et � � �, ce qui donne:

(� = � _ � 2 �) ^ (� = � _ � 2 �) (proposition 4.6):

Ceci donne la conclusion en remarquant que � 2 � ^ � 2 � n'est pas

possible car sinon on aurait � 2 �. 2

La proposition suivante permet de faire des d�emonstrations par induction

sur les ordinaux; ceci pour des formules quelconques.

Proposition 4.8. Soit �(x;~a) une formule quelconque dont les variables

libres sont parmi (x;~a). Pour chaque valeur de ~a s'il existe un ordinal

� tel que �(�;~a), alors il existe un plus petit ordinal �0 tel que �(�0;~a).
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Preuve. | Soit � un ordinal tel que �(�;~a). La classe suivante est un

ensemble (corollaire 4.2): b =
�
� 2 �

�� �(�;~a)	. Si b = ?, posons �0 = �;
sinon posons �0 = l'�el�ement minimum de b. Soit maintenant  tel que

�(;~a). On voit que  =2 �0, donc �0 6  (proposition 4.7); ce qui ach�eve

la preuve. 2

On a le corollaire important suivant:

Corollaire 4.9. Les ordinaux sont isol�es.

Preuve. | Soit � le plus petit ordinal non isol�e s'il en existe, � est donc

un ensemble dont tous les �el�ements sont isol�es et est donc lui-même isol�e

(proposition 3.7). 2

Proposition 4.10. Si � est un ordinal, il existe un plus petit ordinal > �
qui est � [ f�g; celui-ci sera not�e �+ 1.

Preuve. | Comme dans ZF. 2

Proposition 4.11. Tout ensemble a d'ordinaux a une borne sup�erieure �
(c'est-�a-dire un plus petit majorant non strict) qui est la r�eunion des

�el�ements de a: � =
S
�2a

�.

Preuve. | Le fait que a ait une borne sup�erieure d�ecoule de la propo-

sition 4.8. On montre alors que celle-ci est
S
�2a

� comme dans ZF. 2

On peut montrer, comme dans ZF, que la classe On des ordinaux n'est pas

un ensemble. Il est int�eressant de voir ce que pourrait être la clôture On

de On. La proposition suivante montre que On satisfait On = On[fOng.

L'ensemble On se comporte en quelque sorte comme un ordinal maximum

qui s'appartient �a lui-même (ce n'est donc pas un vrai ordinal).

Proposition 4.12. La classe On n'est pas un ensemble. La clôture On de

On satisfait On = On [ fOng.
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Preuve. | On commence par remarquer, comme dans ZF, que si On

�etait un ensemble, On serait un ordinal; ceci entrâ�nerait On 2 On, ce qui

est exclu (proposition 4.3). Il suÆt donc de montrer que si a 2 On nOn,

alors a = On. Soit donc a 2 On nOn.

I a � On:

Soit x 2 a, montrons que x 2 On. Il suÆt de montrer que toute classe

ouverte U comprenant x, comprend un ordinal.

Soit donc U une classe ouverte avec x 2 U . Soit W la classe suivante

W =
�
y
�� (9z 2 y)(z 2 U)	, on voit sans peine que W c est ferm�ee et

donc que W est ouverte. On a clairement a 2 W , par d�e�nition de

a on a donc W \ On 6= ?. Soit � 2 W \ On; comme � 2 W , on a

par d�e�nition de W : 9� 2 �, � 2 U . L'�el�ement � est un ordinal car il

appartient �a l'ordinal �. On a donc montr�e que U \ On 6= ?, ce que
l'on voulait.

I On � a:

Il suÆt clairement de montrer que On � a.

Soit donc � 2 On et montrons que � 2 a. On a a 2 On n (� + 1); en

e�et, si U est une classe ouverte avec a 2 U , on a queW = U\(�+1)c

est une classe ouverte comprenant a, donc W \On 6= ?; ce qui donne
U \ (On n (� + 1)) 6= ?. Soit b l'ensemble suivant: b = fx

�� � 2 xg.

On a clairement (On n (� + 1)) � b, donc On n (�+ 1) � b. Comme
a 2 On n (�+ 1), on a a 2 b et donc � 2 a, ce que l'on voulait. 2

La proposition suivante s'obtiendra comme corollaire du th�eor�eme 6.1 et

de la proposition 5.7. Il est n�eanmoins int�eressant de le pr�esenter d�es main-

tenant. (Il est �egalement possible de prouver directement cette proposition

en imitant la preuve classique dans ZF.)

Proposition 4.13. Soient � et � deux ordinaux et soit f une fonction qui

est un isomorphisme d'ensembles ordonn�es de � vers �. Alors � = �
et f est l'application identique.

Remarquons que si F est une fonctionnelle de � vers �, alors F est

n�ecessairement une fonction par la proposition 3.5.

La proposition suivante permet de faire des d�e�nitions par induction sur

les ordinaux (elle est exprimable au premier ordre par un sch�ema).
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Proposition 4.14. Soient � un ordinal, M la classe des fonctions dont le

domaine est un ordinal � < �, H une fonctionnelle de domaine M .

Alors il existe une unique fonction f de domaine � telle que

8� < � f(�) = H
�
f
��
�

�
(f
��
�
d�esigne la restriction de f �a �).

Attirons l'attention sur le fait que la classe H ne doit pas n�ecessairement

être d�e�nie par une formule positive. On peut donc d�e�nir des fonctions

par induction même par des formules qui ne sont pas positives ! Ceci est

dû au fait que les ordinaux sont isol�es.

Preuve de la proposition 4.14

I Unicité: Soient f et g deux telles fonctions et soit � le plus petit

ordinal < � tel que f(�) 6= g(�) s'il en existe. On a f(�) = H(f
��
�
) =

H(g
��
�
) = g(�), ce qui contredit la d�e�nition de �.

I Existence: Soit � le plus petit ordinal 6 � tel qu'il n'existe pas de

fonction f� d�e�nie sur � telle que f� () = H
�
f�
��


�
pour  < � . Pour

chaque � < � , on a donc une unique fonction f� d�e�nie sur � telle

que f�() = H
�
f�
��


�
pour tout  < �. Si �0 < �, on a f�

��
�0
= f�0

par l'unicit�e. On d�e�nit f� de domaine � : f� () = H(f) pour  < � .
La fonctionnelle f� est une fonction par la proposition 3.5 (et le fait

que les ordinaux sont isol�es). On remarque, comme dans ZF, que la

fonction f� satisfait f� () = H
�
f�
��


�
contrairement �a l'hypoth�ese

faite sur � . 2

On peut aussi, comme dans ZF, d�e�nir une fonctionnelle par induction

sur les ordinaux; ceci donne de mani�ere pr�ecise:

Proposition 4.15. SoientM la classe des fonctions dont le domaine est un

ordinal et H une fonctionnelle de domaine M . Dans ces conditions, il

est possible de d�e�nir une fonctionnelle F de domaine On telle que

F (�) = H
�
F
��
�

�
pour chaque ordinal �. C'est la seule fonctionnelle

ayant ces propri�et�es.

Preuve. | Remarquons d'abord que F
��
�
est bien une fonction par la

proposition 3.5. La fonctionnelle F est d�e�nie de la mani�ere suivante:



Les ordinaux dans GPK+ 47

F = f(�; y)
�� On(�) ^ 9f ((f est une fonction de domaine �)

^

�
f(�) = H

�
f
��
�

��
pour tout ordinal � < �

^ (y = H(f)))g:

On v�eri�e comme dans ZF que F r�epond �a l'�enonc�e et que F est unique.

2

Donnons �a pr�esent quelques d�e�nitions habituelles :

Définitions. Soit � un ordinal non nul (donc � 6= ?).

I hh � est successeur ii
d�ef
, 9� � = � [ f�g.

I hh � est limite ii
d�ef
, � n'est pas successeur.

I hh � est �ni ii
d�ef
, 8� 6 � � est successeur.

I hh � est in�ni ii
d�ef
, � n'est pas �ni.

I hh � est un cardinal ii
d�ef
, 8� < �, il n'existe pas de fonction f

bijective de � vers �.

Remarquons que l'on n'a pas que tout ensemble est en bijection avec un

ordinal et donc on n'a pas non plus que tout ensemble est en bijection

avec un unique cardinal.

En fait, on peut montrer que si un ensemble a est en bijection avec un

ordinal, alors il est discret. On remarque aussi que l'on peut montrer,

comme dans ZF, que si a est un ensemble et que si < est un ensemble qui

d�e�nit une relation de bon ordre strict sur a, alors a est en bijection avec

un (unique) ordinal. Attirons l'attention sur le fait que l'on demande que

l'ordre strict < soit un ensemble, ce qui n'est pas �equivalent �a demander

que l'ordre non strict 6 correspondant soit un ensemble.

Rappelons qu'en topologie, on appelle espace �-topologique un espace to-

pologique tel que l'ensemble des ferm�es soit stable pour des r�eunions in-

dic�ees par un ordinal strictement inf�erieur �a �. La hh topologie ii de GPK+

est en quelque sorte une hh On-topologie ii en ce sens que la collection des

classes ferm�ees (c'est-�a-dire des ensembles) est stable pour des r�eunions

indic�ees par un ordinal quelconque � (qui est donc, en quelque sorte,
hh inf�erieur �a On ii). De mani�ere pr�ecise, cela donne: si f est une fonc-

tion de domaine �, o�u � est un ordinal,
S
im(f) est un ensemble. Ceci
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se v�eri�e tr�es facilement en utilisant le fait que les ordinaux sont isol�es

(corollaire 4.9), la proposition 3.5 et le fait que l'union d'un ensemble est

un ensemble (proposition 3.9 (c)). Cependant, les choses se passent moins

bien qu'en topologie, ceci est dû principalement au fait que l'on n'a pas

l'axiome du choix.
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Chapitre 5

Les ensembles bien fondés

Dans ce chapitre, nous �etudierons la notion d'ensembles bien fond�es dans

GPK+, nous verrons que l'on peut les d�e�nir par induction de la même

mani�ere que dans ZF. Certaines propositions, qui sont tout �a fait analogues

�a celles de ZF, ne seront pas prouv�ees en d�etail. On peut les trouver dans,

par exemple, [22], ch. III.

Définition. Un ensemble a est dit être bien fond�e ssi

(8y 3 a) (9y0 2 y) y0 \ y = ?:

On note BF la classe des ensembles bien fond�es.

Pour chaque ordinal �, on d�e�nit, par induction, l'ensemble r� suivant:

r� =
S
�<�

Pr� . La premi�ere chose �a faire est de v�eri�er que pour chaque

�, r� est bien un ensemble (sinon la proposition pr�ec�edente n'aurait pas

de sens). On peut supposer, par induction, que pour chaque � < �, r�
est bien un ensemble. Soit la fonctionnelle f de domaine �, f(�) = r� .
La fonctionnelle f est une fonction par la proposition 3.5. On a alors

r� = fx j(9� 2 �)jx � f(�)g, r� �etant d�e�ni par une formule BPF , il est

un ensemble. On d�e�nit la classe R: R =
S

�2On

r�. Le but de ce chapitre
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est de prouver que R est une classe d'ensembles isol�es et que R = BF . On

commence par la proposition suivante.

Proposition 5.1.

I Si � < �0 (�; �0 2 On), on a r� $ r�0 .

I Si � = � + 1, on a r� = Pr� .

I Si � est un ordinal limite, on a r� =
S
�<�

r�.

Preuve. | Comme dans ZF. 2

Prouvons maintenant que R est une classe d'ensembles isol�es.

Proposition 5.2. R est une classe d'ensembles isol�es; elle est donc ouverte.

Preuve. | Supposons, par l'absurde, que ce ne soit pas vrai et soit �
le plus petit ordinal tel que r� n'est pas un ensemble d'ensembles isol�es.

On a r� =
S
�<�

Pr�. Pour chaque � < �, r� est donc un ensemble d'en-

sembles isol�es et, en vertu de la proposition 3.7, il en est de même de Pr� .
Ceci montre que r� est un ensemble d'ensembles isol�es contrairement �a

l'hypoth�ese. 2

On d�e�nit aussi une fonctionnelle RG de domaine R. RG(x) = le plus petit

� tel que x 2 r� (RG(x) est dit être le rang de x). On remarque, comme

dans ZF, que le rang d'un ensemble est toujours un ordinal successeur.

Proposition 5.3. La classe R a la propri�et�e suivante:

8a (a 2 R, a � R):

Si RG(a) = �, le rang des �el�ements de a est strictement inf�erieur �a �.

Preuve

): Soit a 2 R et soit � + 1 le rang de a. On a a 2 R�+1 et donc a � R� ,

ce qui donne a � R.
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(: Soit a � R et consid�erons la fonction RG
��
a
. C'est une fonction par

les propositions 3.5 et 5.2. La classe
�
RG(x)

�� x 2 a	 = im(RG
��
a
) est

donc un ensemble d'ordinaux, soit � sa borne sup�erieure. On a donc

a � R� et donc a 2 R�+1, ce qui montre que a 2 R.

Pour la seconde partie, soit a un ensemble tel que RG(a) = � = � + 1 et

soit b 2 a. On a donc b 2 R� et donc RG(b) < �. 2

Proposition 5.4. Chaque ordinal � est dans R, son rang est �+ 1.

Preuve. | Comme dans ZF. 2

Lemme 5.5. La classe BF a la propri�et�e suivante :

8x (x � BF ) x 2 BF ):

Preuve. | Montrons que x =2 BF ) x 6� BF . Supposons que x =2 BF ,

soit y 3 x telle que 8y0 2 y, y0 \ y 6= ?. Comme x 2 y, on a x \ y 6= ?.
Soit a 2 x \ y, on a donc y 3 a et (8y0 2 y)y0 \ y 6= ?, ce qui montre que
a =2 BF bien que a 2 x et donc que x 6� BF . 2

On prouvera �a pr�esent que R est la classe des ensembles bien fond�es.

Proposition 5.6. R = BF .

Preuve

(a) R � BF : il suÆt de montrer que pour chaque ordinal � : r� � BF . Soit

�0 le plus petit ordinal � tel que r� 6� BF s'il en existe. Distinguons

deux cas:

I �0 = � + 1 est successeur.
Soit x 2 r�0 , on a x 2 Pr� et donc x � r� ; mais r� � BF (hy-

poth�ese sur �0) et donc x � BF ; ceci entrâ�ne x 2 BF (lemme 5.5).

On a donc montr�e que r�0 � BF , ce qui contredit la d�e�nition

de �0.

I �0 est limite.
On a r�0 =

S
�<�0

r� . Par hypoth�ese 8� < �0, r� � BF et donc

r�0 � BF , contredisant la d�e�nition de �0.
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(b) BF � R: montrons que 8a (a =2 R ) a =2 BF ). Soit a =2 R, on doit

montrer que 9y 3 a 8y0 2 y y0 \ y 6= ?. On peut prendre y = Rc;

en e�et, R �etant une classe d'ensembles isol�es, elle est ouverte et donc

Rc est un ensemble; de plus a 2 Rc, 8y0 2 Rc Rc \ y0 6= ? (sinon

on aurait (9y0 =2 R)(y0 � R), ce qui est impossible en vertu de la

proposition 5.3). 2

Proposition 5.7. Soient a1; : : : ; an des ensembles bien fond�es.

Soit �(x1; : : : ; xn) une formule dont chaque quanti�cateur prend l'une

des formes suivantes: 8x 2 y, 8x � y, 9x 2 y, 9x � y.
Dans ces conditions, on a:

�(a1; : : : ; an), BF � �(a1; : : : ; an):

Preuve. | �Evident en utilisant la proposition 5.3 et le fait que R = BF .

2
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Chapitre 6

Une interprétation de ZF et
de KM dans GPK+

1

Dans ce chapitre, on montrera que les ensembles bien fond�es de GPK+

interpr�etent la th�eorie habituelle des ensembles ZF pourvu que l'on ajoute

une forme de l'axiome de l'in�ni �a GPK+. Nous verrons ensuite que l'on

peut interpr�eter la th�eorie des classes de Kelley-Morse (KM) en repr�esen-

tant les classes d'ensembles bien fond�es de GPK+
1 (la th�eorie GPK+ avec

l'axiome de l'in�ni) par des ensembles de GPK+
1
.

Ajoutons donc �a GPK+ l'axiome de l'in�ni sous la forme suivante:

INF: Il existe un ordinal limite.

On note GPK+
1 la th�eorie GPK+ + INF. Remarquons que dans GPK+,

cet axiome n'est pas �equivalent �a l'axiome de l'in�ni INF0 habituel.

INF0 : 9x (? 2 x ^ 8y (y 2 x) y [ fyg 2 x)):

On voit facilement en prenant x = On que GPK+
� INF0. Le fait que

GPK+ 2 INF d�ecoule des r�esultats de [11]. Les lecteurs ayant lu cet article

verront que l'hyperunivers N! qui y est d�e�ni est un mod�ele de GPK+,

mais que N! 2 INF.

Nous avons �a pr�esent tous les outils n�ecessaires pour montrer que les en-

sembles bien fond�es de GPK+
1

interpr�etent ZF.
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Théorème 6.1. La classe BF avec l'appartenance est une interpr�etation

de ZF dans la th�eorie GPK+
1
.

Preuve

I Extensionnalité: Evident puisque l'on a l'extensionalit�e dans GPK+
1.

I Réunion: Si a est un ensemble
S
a est un ensemble par la proposi-

tion 3.9 (c). Il suÆt alors de montrer que si a 2 BF ,
S
a 2 BF (utiliser

la proposition 5.7) ou, de mani�ere �equivalente,
S
a � BF (propositions

5.3 et 5.6). Soit x 2
S
a, on a donc x 2 y 2 a pour un certain ensemble

y. Comme a 2 BF , on a y 2 BF et x 2 BF (proposition 5.3 appliqu�ee

successivement �a a puis �a y). Ce qui donne
S
a � BF et le r�esultat.

I Ensemble des parties: Si a est un ensemble, Pa est un ensemble par

la proposition 3.9 (b). Montrons que si a 2 BF , Pa 2 BF . Il suÆt

de montrer que Pa � BF . Soit x � a et montrons que x 2 BF .

En appliquant la proposition 5.3, on a x � a � BF , donc x � BF

et �a nouveau, par la proposition 5.3, x 2 BF . On a donc montr�e

x 2 Pa) x 2 BF ; ce que l'on voulait.

I Schéma d'axiomes de remplacement: Soit F � BF une fonction-

nelle pour la structure (BF ;2) (c'est-�a-dire une classe de couples

d�e�nissable avec param�etres dans (BF ;2) satisfaisant la propri�et�e

d�e�nissant une fonctionnelle). Clairement F est aussi d�e�nissable (avec

param�etres) dans GPK+
1. F est donc une fonctionnelle au sens de

GPK+
1
. Soit a 2 BF et soit f = F

��
a
, f est une fonction par la pro-

position 3.5. La classe
�
F (x)

�� x 2 a	 = im(f) est donc un ensemble.

Comme F � BF , on a aussi im(f) 2 BF (utiliser la proposition 5.3);

ce que l'on voulait.

I Axiome de l'infini: On v�eri�e la forme usuelle de l'axiome de l'in�ni:

9x (? 2 x ^ 8y (y 2 x ) y [ fyg 2 x)). Cet axiome est v�eri��e dans
(BF ;2): il suÆt de prendre x = � o�u � est un ordinal limite (qui existe
par hypoth�ese).

I Axiome de fondement: Les �el�ements de BF sont �evidemment des

�el�ements bien fond�es dans (V;2) (V �etant la classe universelle). Il est

tr�es facile de voir qu'ils restent bien fond�es vu comme �el�ements de

(BF ;2). 2

On a montr�e que les ensembles bien fond�es de GPK+
1 interpr�etent la

th�eorie ZF. Les ensembles bien fond�es contiennent donc des ordinaux au
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sens de la d�e�nition habituelle d'ordinaux dans ZF. La proposition sui-

vante dit que ceux-ci sont exactement les ordinaux de GPK+
1
.

Proposition 6.2. Soit a un ensemble de GPK+
1. On a:

On(�), BF � hh a est un ordinal ii:

Preuve. | Les ordinaux de GPK+
1 sont bien fond�es car ils appartiennent

trivialement �a la classe R comme d�e�nie dans le chapitre 5 et que cette

derni�ere est �egale �a BF (proposition 5.3). On d�eduit alors la preuve du fait

que On(�) est une formule satisfaisant l'hypoth�ese de la proposition 5.7

et de la proposition 5.3. 2

Remarquons �a pr�esent que l'on obtient la preuve de la proposition 4.13

comme corollaire imm�ediat des r�esultats pr�ec�edents.

Un ensemble a sera dit h�er�editairement isol�e si la clôture transitive trcl(a)
de a est un ensemble d'�el�ements isol�es. Notons HIS la classe des ensembles

h�er�editairement isol�es. Comme pour toute les propri�et�es h�er�editaires, on

peut montrer sans trop de diÆcult�es la propri�et�e suivante:

Proposition 6.3. 8x x � HIS , x 2 HIS .

Il est alors possible de montrer que la classeHIS avec l'appartenance forme

une interpr�etation de ZF0 (c'est-�a-dire ZF sans l'axiome de fondement).

Un examen de la preuve du th�eor�eme 6.1 montre en fait que toute classe

d'ensembles isol�es v�eri�ant la propri�et�e de la proposition 6.3 forme une

interpr�etation de ZF0. Ceci donne la proposition 6.4.

Proposition 6.4.
Soit A une classe d'ensembles isol�es telle que 8x (x 2 A , x � A).
Dans ces conditions (A;2) est une interpr�etation de ZF0.

Nous nous proposons �a pr�esent d'�etendre le th�eor�eme 6.1 et de donner une

interpr�etation de la th�eorie de Kelley-Morse (KM). L'id�ee est d'essayer de

repr�esenter les classes d'ensembles bien fond�es par des �el�ements de GPK+.

Ceci est possible en repr�esentant une classe A � BF par sa clôture A. Les
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�el�ements de BF �etant isol�es, on v�eri�e que A = A\BF , ce qui permet de
retrouver A �a partir de A.

Donnons donc la d�e�nition suivante:

Définition. a est uneKM-classe s'il existe une classeA (au sens deGPK+
1
)

satisfaisant A � BF et A = a.

Telle quelle, la d�e�nition hh être une KM-classe ii n'est pas une formule du

premier ordre. La proposition qui suit dit qu'en fait hh être une KM-classe ii

est une formule du premier ordre; il donne une formule �(x) a une variable
libre x telle que hh x est une KM-classe ii , �(x).

Proposition 6.5. Si a est un ensemble de GPK+
1

on a que a est une KM-

classe ssi a \ BF = a.

Preuve. | Si a est une KM-classe, soit A une classe (au sens de GPK+
1
)

d'ensembles bien fond�es telle que A = a. Les �el�ements de BF �etant isol�es,

on a clairement A \ BF = A et donc A \ BF = A ou encore a \ BF = a.
Si a \ BF = a, on pose A = a \ BF ; clairement A est une classe (au sens

de GPK+
1
) telle que A = a. 2

�A pr�esent, nous utiliserons donc la condition de la proposition 6.5 comme

d�e�nition de KM-classe. On d�e�nit la relation d'appartenance 2? sur les

KM-classes: a 2? b
d�ef
, a 2 BF ^ a 2 b. Notons KM la structure form�ee

des KM-classes et de la relation d'appartenance 2?.

Théorème 6.6. La th�eorie GPK+
1 interpr�ete KM.

Preuve. | On va montrer que KM est une interpr�etation de la th�eorie de

Kelley-Morse. D�e�nissons un KM-ensemble comme �etant une KM-classe

a telle que KM � 9x a 2? x (c'est la d�e�nition habituelle d'ensemble

dans KM). On voit ais�ement que les KM-ensembles sont exactement les

ensembles bien fond�es de GPK+
1
. On voit aussi que si a et b sont deux

KM-ensembles, alors a 2 b , a 2? b. Commen�cons par v�eri�er l'axiome
d'extensionalit�e sur les KM-classes. Soient a et b deux KM-classes et sup-

posons que KM � 8x (x 2? a , x 2? b). On a donc a \ BF = b \ BF
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et donc aussi a \ BF = b \ BF ; ce qui donne a = b. KM v�eri�e aussi les

axiomes concernant les ensembles de la th�eorie KM. Ce sont ceux de ZF,

qui ont �et�e prouv�es dans le th�eor�eme 6.1, sauf le sch�ema de remplacement

qui devient un axiome unique (voir annexe). On v�eri�e que ce dernier est

satisfait en remarquant que dans le th�eor�eme 6.1, on a en fait montr�e que

l'on a le remplacement pour toute fonctionnelle F de GPK+
1

et pas seule-

ment pour toute fonctionnelle F d�e�nissable dans la structure (BF ;2)
comme cela aurait �et�e suÆsant pour ZF. 2

Dans les chapitres qui suivent, lorsque l'on parlera de KM-classe, nous

entendrons en fait une classe (au sens de GPK+
1
) d'ensembles bien fond�es

et pas sa fermeture. On utilisera le symbole d'appartenance habituel 2 et

pas 2?. Cette mani�ere de faire est plus intuitive et revient en fait au même

puisque si A est une classe (au sens de GPK+
1
) d'ensembles bien fond�es,

on a 8x x 2 A, x 2? A.

De cette mani�ere une KM-classe est un KM-ensemble ssi elle est un en-

semble bien fond�e au sens de GPK+
1. Autrement dit une KM-classe est

propre ssi elle a un point d'accumulation (au sens de GPK+
1
).
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Chapitre 7

La théorie originale GPK

Pour prouver les th�eor�emes des paragraphes pr�ec�edents, on a ajout�e �a la

th�eorie GPK de [26] et [11] un sch�ema d'axiomes (CL) et une forme de

l'axiome de l'in�ni (INF). Il serait int�eressant de voir ce qui se passe sans

ces axiomes. C'est ce que nous nous proposons de faire dans ce chapitre. On

voit facilement que sans l'axiome de l'in�ni, on peut interpr�eter la th�eorie

KM�1 (c'est-�a-dire la th�eorie de Kelley-Morse sans l'axiome de l'in�ni)

dans GPK+. On voit en e�et que dans les preuves des th�eor�emes 6.1 et 6.6

on a seulement utilis�e l'axiome de l'in�ni de GPK+
1
pour prouver l'axiome

de l'in�ni dans ZF et dans KM. On verra en fait (th�eor�eme 11.10) que,

r�eciproquement, il est possible d'interpr�eter la th�eorie GPK+ dans KM�1.

D�e�nissons �a pr�esent la th�eorie GPK1 comme �etant la th�eorie GPK+INF.

Nous allons montrer qu'une adaptation des r�esultats pr�ec�edents permet

toujours d'interpr�eter la th�eorie ZF.

On commencera par remarquer que la proposition 2.1 disant que, dans

GPK, toute classe d�e�nie par une formule sans param�etres a une clôture

admet une g�en�eralisation disant que toute classe d�e�nie par une formule

dont les param�etres sont isol�es a une clôture. Ceci s'inspire d'un r�esultat

�el�ementaire disant que la th�eorie ZF sans param�etres est �equivalente �a la

th�eorie ZF. Ensuite on adaptera les propositions des paragraphes pr�ec�e-

dents. Souvent il suÆra de remplacer dans ces derni�eres les formules quel-

conques par des formules sans param�etres. Souvent aussi les preuves de
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ces propositions adapt�ees consistent simplement �a remarquer que, moyen-

nant l'adaptation de l'�enonc�e, les classes dont on prend la clôture sont

d�e�nies sans param�etres dans les preuves des propositions correspondantes

de GPK+ (ou GPK+
1). Dans pareil cas, nous ne r�ecrirons pas ces preuves

mais nous nous contenterons de mentionner la proposition de GPK+ cor-

respondante. Les d�e�nitions de notions telles que ensemble isol�e, point

d'accumulation, ordinal �etant les mêmes que dans GPK+, elles ne seront

pas syst�ematiquement rappel�ees.

Rappelons que dans GPK, on dit qu'une classe A a une clôture si
S
fx

��
A � xg est un ensemble, celui-ci est alors not�e A ou cl(A). Comme dans
GPK+ une classe qui est un ensemble est dite ferm�ee; elle est dite ou-

verte ssi son compl�ement est un ensemble. Dans ce chapitre, on se place

donc dans GPK, ou lorsque ce sera mentionn�e explicitement dans GPK1.

Les r�esultats du paragraphe 1 concernant notamment le maniement des

couples ont �et�e montr�es dans GPK et restent donc valables (en fait CBPF

suÆt pour ces derniers).

Proposition 7.1. (cfr. proposition 3.1).

(a) Soit A une classe et soit f une classe ferm�ee (c'est-�a-dire un en-

semble) telle que A � f . Supposons que pour chaque ensemble

x 2 f et pour chaque classe ouverte U comprenant x, on ait

U \ A 6= ?. Dans ces conditions A a une clôture et A = f .

(b) Supposons que A ait une clôture A, alors on a pour chaque x : x 2
A ssi toute classe ouverte U avec x 2 U satisfait U \ A 6= ?.

Proposition 7.2. (cfr. proposition 3.3). Soient U et W deux classes ou-

vertes et soit c l'ensemble des couples, alors il existe une classe ouverte

O telle que O \ c = U �W .

Notons I la classe des ensembles isol�es. Voici la proposition clef de GPK.

Elle dit que toute classe d�e�nie par une formule dont les param�etres sont

isol�es a une fermeture (elle est exprimable par un sch�ema).

Proposition 7.3. 8 a1 2 I; : : : ;8 an 2 I :

9x [8z (�(z; a1; : : : ; an)) z 2 x)
^ (8y (8z (�(z; a1; : : : ; an)) z 2 y))) x � y];
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pour chaque formule quelconque � dont les variables libres sont parmi

z; a1; : : : ; an.

Preuve. | On suppose, pour simpli�er l'�ecriture, que � a un seul pa-

ram�etre isol�e a et on montre la proposition pour �(z; a). Soit a un ensemble
isol�e et d�e�nissons la classe A = fz

�� �(z; a)g. D�e�nissons aussi la classe

B = f(z; t)
�� �(z; t)g, celle-ci est d�e�nie sans param�etres (rappelons que

l'on peut manier les couples dans GPK) et a donc une clôture B (pro-

position 2.1). Soit f la classe suivante f = bp1 �B \ V � fag
�
o�u p1 est la

fonction d�e�nie sur l'ensemble des couples: p1(x; y) = x, V �etant la classe

universelle. Il est facile de montrer que f est ferm�ee et que A � f . On ap-

plique alors la proposition 7.1 (a) pour montrer que A existe et que A = f .
Soit x 2 f et soit U une classe ouverte avec x 2 U . Notons c l'ensemble
des couples. Soit O une classe ouverte telle que O \ c = U � fag (propo-
sition 7.2). Clairement (x; a) 2 O et (x; a) 2 B. On a donc O \ B 6= ?
(proposition 7.1 (b) et donc, par d�e�nition de O, U \A 6= ?; ce qui ach�eve
la preuve. 2

Proposition 7.4. (cfr. proposition 2.3).

(a) La classe vide (?) et la classe universelle (V ) sont ouvertes et

ferm�ees.

(b) L'union de deux classes ferm�ees est ferm�ee.

(c) L'intersection des �el�ements d'une classe d�e�nie par une formule

dont les param�etres sont isol�es est une classe ferm�ee.

Proposition 7.5. (cfr. proposition 3.2). Si U est une classe ouverte et f
une fonction, l'image inverse de U par f : f�1? (U) =

�
y
�� f(y) 2 U	

est l'intersection d'une classe ouverte avec le domaine de f .

Proposition 7.6. (cfr. lemme 3.4). Soit f une fonction et A une classe

d�e�nie par une formule dont les param�etres sont isol�es et tel que

A � dom(f). Alors la classe
�
f(x)

�� x 2 A	 a une clôture et, de plus,

cl
�
f(x)

�� x 2 A	 = �
f(x)

�� x 2 cl(A)
	
.

Preuve. | La preuve est une adaptation �evidente du lemme 3.4 si l'on

songe �a utiliser la proposition 7.1 (a). 2
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Voici l'adaptation de la proposition 3.5. Attirons l'attention sur le fait que

l'on demande ici que a soit un ensemble d'ensembles isol�es et pas seulement
un ensemble discret comme c'�etait le cas pour la proposition 3.5.

Proposition 7.7. Soit a un ensemble dont chaque �el�ement est isol�e et soit

G une fonctionnelle d�e�nie par une formule dont les param�etres sont

isol�es. Soit F = G
��
a
= G \ (a � V ) (V �etant la classe universelle).

Dans ces conditions, la fonctionnelle F est une fonction.

Preuve. | Il suÆt pour pouvoir appliquer la preuve de la proposition 3.5

de montrer que F a une clôture. On va utiliser la proposition 7.1 (a) pour

montrer que F = G\ (a�V ) (G\ (a�V ) est clairement une classe ferm�ee

contenant F ). Soit donc (x; y) 2 G avec x 2 a. Soit O une classe ouverte

telle que O\ c = fxg�V (proposition 7.2). Pour chaque classe ouverte U
avec (x; y) 2 U , on v�eri�e que (U \O) \ F 6= ?; ce que l'on voulait. 2

Il est �egalement possible de donner une adaptation de la proposition 3.5

convenant aux ensembles discrets.

Proposition 7.7'. Soit a un ensemble discret, toute fonctionnelle F telle

que dom(F ) � a, d�e�nissable par une formule dont les param�etres

sont isol�es, est une fonction.

Remarque. La proposition 7.7 n'est pas, comme on pourrait en avoir l'im-
pression un corollaire imm�ediat de la proposition 7.70. En e�et, il faut

remarquer que dans la proposition 7.7, F = G
��
a
est d�e�nie �a l'aide

du param�etre a, qui n'est pas n�ecessairement isol�e. Ceci explique aussi
pourquoi on a, dans la proposition 7.7, demand�e que a soit un ensemble
de points isol�es et pas seulement un ensemble discret.

Corollaire 7.8. Toute classe A ayant une clôture et incluse dans un en-

semble discret est un ensemble.

Proposition 7.9. (cfr. proposition 3.7). Tout ensemble dont chaque �el�ement

est isol�e est lui-même isol�e.
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Preuve. | Il suÆt pour pouvoir appliquer la preuve de la proposition 3.7

de montrer que la fonctionnelle d de la preuve de cette derni�ere est une

fonction. Il suÆt pour cela d'appliquer la proposition 7.7 �a la fonction-

nelle G, dont le domaine est la classe des points isol�es, d�e�nie de la mani�ere
suivante: G(x) = fy

�� y 6= xg. 2

La proposition 3.8 est satisfaite sans aucun changement dans GPK. On

voit aussi que les axiomes de la paire, de l'ensemble des parties ainsi que

de la r�eunion sont satisfaits. En ce qui concerne l'axiome de la r�eunion, la

fonctionnelle
S
: x!

S
x est une fonction (c'est-�a-dire est un ensemble).

De même, la proposition 3.11 est aussi satisfaite dans GPK. On reviendra

plus loin sur l'axiome de la fermeture transitive.

Venons-en maintenant aux ordinaux dans GPK. On va montrer que, comme

pour GPK+, ils sont isol�es. On commence par montrer les faits suivants:

Proposition 7.10.
(a) Les �el�ements d'un ordinal sont des ordinaux : � 2 On ) � � On.

(b) Si � est un ordinal, � =2 �.

(c) Les segments initiaux qui sont des ensembles d'un ordinal � sont

� et les �el�ements de �.

(d) Soient � et � deux ordinaux, on a � � � , (� = � _ � 2 �).

(e) Soient � et � deux ordinaux, alors � 2 � _ � = � _ � 2 �.

(f) Tout ensemble d'ordinaux a une borne sup�erieure qui est la r�eunion

des �el�ements de cet ensemble.

(g) La classe On n'est pas un ensemble: On = On [ fOng.

Preuve. | Elle se fait comme dans les chapitres pr�ec�edents. Pour (c),

remarquer que si i est un segment initial de � qui est un ensemble � n i =�
� 2 �

�� 8 2 i  2 �	 est un ensemble. 2

Voici maintenant les propositions permettant de faire des d�e�nitions et

des d�emonstrations par induction sur les ordinaux.

Proposition 7.11. (cfr. proposition 4.8).

Soit �(x;~a) une formule quelconque dont les variables libres sont parmi

x;~a. Pour chaque n-uple ~a d'ensembles isol�es, on a: s'il existe un or-

dinal � tel que �(�;~a) alors il existe un ordinal minimum �0 tel que

�(�0;~a).
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Corollaire 7.12. Les ordinaux sont isol�es.

Proposition 7.13. (cfr. proposition 4.14). Soient � un ordinal,M la classe

des fonctions dont le domaine est un ordinal � < �, H une fonction-

nelle de domaine M d�e�nie par une formule dont les param�etres sont

isol�es; alors il existe une unique fonction f de domaine � telle que

8� < � f(�) = H(f
��
�
).

Proposition 7.14. (cfr. proposition 4.15). SoientM la classe des fonctions

dont le domaine est un ordinal, H une fonctionnelle de domaine M
d�e�nie par une formule dont les param�etres sont isol�es. Dans ces condi-

tions, il est possible de d�e�nir une fonctionnelle F de domaine On telle

que F (�) = H(F
��
�
) pour chaque ordinal �. C'est la seule fonctionnelle

ayant ces propri�et�es.

On d�e�nit comme dans GPK+: r0 = ?, r� =
S
�<�

Pr� (remarquer que la

fonctionnelle H de la proposition 7.13 n�ecessaire pour d�e�nir les r� par

induction est d�e�nie sans param�etres). Soit R =
S

�2On

r�. On prouve que

la classe R ainsi d�e�nie se comporte comme dans GPK+. En r�esum�e, ceci

donne:

Proposition 7.15.
I 8� 2 On r�+1 = Pr�.

I Si � est limite r� =
S
�<�

r�.

I 8� 2 On, 8�0 2 On � < �0 ) r� $ r�0 .

I 8� 2 On, � 2 R; de plus RG(�) = �+ 1.

I Si RG(a) = �, le rang des �el�ements de a est strictement inf�erieur

�a �.

I 8x x � R, x 2 R.

I R = BF (BF �etant la classe des ensembles bien fond�es d�e�nis

comme dans GPK+).

I BF est une classe d'ensembles isol�es.

On se propose maintenant de traiter le cas de la clôture transitive dans

GPK. Dans GPK+, on avait d�e�ni la clôture transitive d'un ensemble a
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comme �etant l'intersection de la classe suivante
�
x
�� x 3 a ^ x est transitif

	
.

Cette classe est d�e�nie �a l'aide du param�etre a; rien ne dit, a priori,

que cette intersection soit un ensemble. On va cependant montrer que

l'on a l'axiome de la clôture transitive si l'on dispose de l'axiome de

l'in�ni INF. Pla�cons-nous donc dans GPK1 = GPK + INF. L'id�ee est

de d�e�nir la fermeture transitive comme dans ZF, trcl(a) = fag [ a [S
a [

SS
a [

SSS
a [ � � � . La fonctionnelle H de la proposition 7.13

ne peut servir �a d�e�nir une fonction par induction que si ses param�etres

sont isol�es. On ne peut donc pas d�e�nir trcl(a) directement comme �etant
fag [ a [

S
a [

SS
a [

SSS
a [ � � � car on utiliserait le param�etre a.

D�e�nissons une fonction g de domaine ! (l'ensemble des naturels, c'est-�a-

dire des ordinaux �nis) par induction sur n:

g(0) =
�
(x; x)

�� x 2 V 	 (V �etant la classe universelle)

g(n) =
�
(x; y)

�� (Sx; y) 2 g(n� 1)
	

si n 6= ?.

Il faut remarquer qu'�a chaque �etape n, la classe
�
(x; y)

�� (Sx; y) 2 g(n� 1)
	

est un ensemble car elle est d�e�nie par une formule BPF (ayant g(n� 1)

pour param�etre). Il faut aussi v�eri�er que la fonctionnelle H de la propo-

sition 7.13 servant �a d�e�nir g n'a pas de param�etres; autrement dit qu'elle
soit d�e�nissable par une formule ayant une seule variable libre repr�esentant

g
��
n
; ce qui est clairement vrai (remarquer aussi que l'on peut retrouver

g(n � 1) �a partir de g
��
n
). On v�eri�e que pour chaque n 2 !, g(n) est

une fonction; intuitivement celle-ci envoie un ensemble x sur
S
: : :

S| {z }
n fois

x.

On d�e�nit maintenant la fonction h dont le domaine est ! � V de la

mani�ere suivante: h(n; x) = (g(n))(x). On v�eri�e que h est bien une fonc-

tion (c'est-�a-dire un ensemble) car elle est d�e�nie par une formule BPF

(ayant g pour param�etre). Clairement la fonction h fait correspondre au

couple (n; x) l'ensemble
S
: : :

S| {z }
n fois

x. A pr�esent on peut voir que l'ensemble

fag [
S
im
�
h
��
!�fag

�
est la clôture transitive de a. On a donc prouv�e la

proposition suivante dans GPK1.

Proposition 7.16. (dans GPK1).
Tout ensemble a a une clôture transitive trcl(a).

Remarquons que dans la preuve de cette proposition, on a utilis�e l'axiome



66 Chapitre 7

de l'in�ni, ce qui n'�etait pas le cas dans GPK+. Prouvons �a pr�esent que

la classe BF avec l'appartenance interpr�etent ZF dans GPK1.

Théorème 7.17. La classe BF avec l'appartenance 2 interpr�ete ZF.

Preuve. | Elle se fait comme pour GPK+
1
. Remarquer, pour le sch�ema

de remplacement, qu'une fonctionnelle F � BF d�e�nissable dans la struc-

ture (BF ;2) est d�e�nissable dans GPK1 par une formule dont les pa-

ram�etres sont isol�es (puisque par d�e�nition, ils doivent appartenir �a BF ).

2

Comme pour GPK+, on voit aussi que la th�eorie GPK interpr�ete ZF�1
(c'est-�a-dire ZF sans l'axiome de l'in�ni). Il est connu que celle-ci est

mutuellement interpr�etable avec PA (l'arithm�etique de Peano).

Remarquons que l'on ne peut pas adapter la preuve du th�eor�eme 6.6 don-

nant une interpr�etation de la th�eorie de Kelley-Morse. En e�et, la d�e�ni-

tion de classes de KM comme �etant un ensemble a satisfaisant a \ BF = a
n'a plus de sens puisque rien ne dit que a \ BF a une fermeture.
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Chapitre 8

GPK
+ n'est pas finiment

axiomatisable

Nous nous proposons de montrer que GPK+ n'est pas �niment axio-

matisable ou plus g�en�eralement qu'elle n'est pas axiomatisable par un

ensemble de formules dont le nombre de quanti�cateurs est born�e. On

se place donc ici dans GPK+ (l'axiome de l'in�ni n'est pas n�ecessaire).

En fait ceci d�ecoule assez facilement de [24] (cf. annexe). On doit donc

d�e�nir dans GPK+ une classe I de suites �nies et les op�erations h i et _
(cfr. annexe x A.4). On les d�e�nit de mani�ere naturelle.

Définitions.
(a) I =

�
f
�� f est une fonction dont le domaine est un ordinal �ni

	
:

(b) Pour chaque ensemble x, hxi est la fonction f suivante:

f = f(?; x)g.

(c) Si f 2 I et g 2 I , f _ g est d�e�ni comme suit. Soit n la hh lon-

gueur ii de la suite f c'est-�a-dire n = maxfx
�� x 2 dom fg et m

la longueur de la suite g. On d�e�nit la fonction f _ g dont le

domaine est fx 2 !
�� x 6 n+m+ 1g:

f _ g(x) =

�
f(x) si x 6 n
g(x� n� 1) si n < x 6 n+m+ 1:

On v�eri�e alors tr�es facilement l'�enonc�e du th�eor�eme A.2 de l'annexe. Pour

le sch�ema d'induction, on utilise la proposition 4.8 restreinte �a l'ensemble
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des naturels. Remarquons toutefois que cette technique ne fonctionne plus

pour GPK car la formule � du th�eor�eme A.2 (g) de l'annexe pourrait avoir

des param�etres non isol�es.

Mentionnons aussi que la th�eorie CBPF (en d'autres termes GPK+ sans

le sch�ema CL) est �niment axiomatisable. Ceci a �et�e montr�e dans [11] par

une technique qui rappelle la mani�ere dont on axiomatise �niment GB.
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Chapitre 9

Gödel-Bernays dans GPK+

La th�eorie de G�odel-Bernays est en fait la th�eorie ZF �a laquelle on a

ajout�e des classes, c'est-�a-dire des collections d�e�nissables d'ensembles

(voir annexe). On se propose ici de faire la même d�emarche dans GPK+

pour obtenir GBGPK+. Disposant de classes, tous les sch�emas mentionn�es

pr�ec�edemment deviendront des axiomes uniques (comme cela se passe pour

la th�eorie de G�odel-Bernays).

Le langage de GBGPK+ est celui de la th�eorie des ensembles. Les �el�ements

de GBGPK+ seront appel�es hh classes ii. On d�e�nit le pr�edicat V (X),

signi�ant hh X est un ensemble ii par V (X)
d�ef
, 9Y X 2 Y . On note

V = fx
�� V (x)g la classe des ensembles (on verra que, comme on peut

s'y attendre, V est un ensemble). On notera les ensembles par des minus-

cules et les classes par des majuscules. Les axiomes de GBGPK+ sont:

I Extensionnalit�e : 8X 8Y ((8z (z 2 X , z 2 Y ))) X = Y )

I VIDE: (9x 2 V )8y y =2 x.

I C V (BPF ):

8a1 2 V : : :8an 2 V 9u 2 V 8t 2 V (t 2 u, '(t; a1; : : : ; an)) ;

pour chaque formule BPF ' dont les variables libres sont parmi

(a; a1; : : : ; an).
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I Sch�ema de compr�ehension pour les formules pr�edicatives:

8A1 : : :8An 9U 8t 2 V (t 2 U , 	(t; A1; : : : ; An))

pour chaque formule 	(t; A1; : : : ; An) dont les variables libres sont

parmi (t; A1; : : : ; An) et ne comprenant pas de quanti�cations sur les

classes.

I CL: 8A 9a 2 V [A � a ^ (8b 2 V )(A � b) a � b)].

Exactement comme on montre que la th�eorie de G�odel-Bernays est �equi-

consistante �a ZF, on montre que cette th�eorie est �equiconsistante �a GPK+.

De plus, une formule � de GBGPK+ ne mentionnant que des ensembles

est prouvable dans GBGPK+ si et seulement si elle est prouvable dans

GPK+. De mani�ere pr�ecise, �a chaque formule � de GPK+ sans variables

libres, on fait correspondre une formule �0 de GBGPK+ en rempla�cant

les quanti�cations 8x par 8x 2 V et 9x par 9x 2 V . On montre que

GPK+
� � , GBGPK+

� �0. De plus, on montre que GBGPK+ est

�niment axiomatisable. Dans [19], G�odel a montr�e que GB est �niment

axiomatisable. En examinant sa preuve, on voit qu'il a en fait montr�e

que le sch�ema de compr�ehension pour les formules pr�edicatives est �ni-

ment axiomatisable; ceci pourvu que l'on dispose de l'axiome de la paire

sur les ensembles (ce qui est ici le cas). Le sch�ema CL est devenu un

axiome unique. Les autres axiomes de GBGPK+ sont �niment axioma-

tisables puisque ce sont ceux de CBPF restreints �a V et que CBPF est

�niment axiomatisable comme mentionn�e dans le paragraphe pr�ec�edent.

On conclut donc que GBGPK+ est �niment axiomatisable.
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Chapitre 10

L'axiome de la théorie de
Kelley-Morse: hh On est ramifiable ii

Dans ce chapitre, on consid�ere les th�eories KM et KMAC: KM + AC,

KM �etant la th�eorie de Kelley-Morse, AC �etant l'axiome du choix global

(l'axiome de fondement ne sera pas utilis�e dans ce chapitre. Il est connu

que KM et KMAC sont mutuellement interpr�etables.

Dans la th�eorie KMAC, la classe On se comporte comme un hh cardinal

maximum ii. C'est le cardinal des classes propres, en ce sens qu'une classe

A est propre ssi elle est en bijection avec On (ceci est connu et facile �a

montrer; en fait la th�eorie GB +AC suÆt).

On rappelle que si � est un cardinal, un ensemble a est dit �-�ni ssi #a < �
(#a d�esigne le cardinal de a). Il est donc naturel, dans KM, de d�e�nir une

classe A comme �etant On-�nie ssi elle est un ensemble et On-in�nie ssi

elle est propre. On remarque que tous les ordinaux sont On-�nis. On note

�egalement � < On pour hh � 2 On ii. Si A � On, on d�e�nit sup A comme

�etant sup A au sens habituel si A est un ensemble, On sinon (supA est

appel�e le supremum de A). On peut �a pr�esent donner un sens �a l'expression
hh On est fortement inaccessible ii en rempla�cant � parOn dans la d�e�nition

d'inaccessibilit�e (voir annexe). Ceci donne:
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hh On est fortement inaccessible ii

d�ef
,

(a) 8� 2 Card 2� < On

(Card d�esigne la classe des cardinaux, 2� d�esigne #P�)

(b) Toute union On-�nie de cardinaux est On-�nie.

Proposition 10.1.
hh On est fortement inaccessible ii est un th�eor�eme de KM.

Preuve. | Facile. 2

On peut �a pr�esent g�en�eraliser la notion d'arbre de la mani�ere suivante. Soit

T une classe et soit <T une relation d'ordre partiel strict sur T c'est-�a-dire

v�eri�ant les conditions suivantes:

8a 2 T :(a <T a)

8a 2 T 8b 2 T 8c 2 T ((a <T b ^ b <T c)) a <T c)

:(a <T b ^ b <T a):

Le couple (T;<T )
1 (ou par abus de langage T ) est dit être un arbre ssi

(a) T a un �el�ement minimum a (c'est-�a-dire 8x 2 T a 6T x) 2 appel�e la

racine de l'arbre.

(b) 8a 2 T la classe suivante fx
�� x <T ag est un ensemble qui est bien

ordonn�e.

On g�en�eralise alors de mani�ere �evidente les notions de niveaux, successeur

d'un �el�ement, branche, successeur d'une branche, longueur d'une branche

(si elle est une classe propre la longueur est par d�e�nition On).

Dans KM, on donne alors un sens �a l'expression hh On est rami�able ii :

hh On est rami�able ii
d�ef
, tout arbreOn-in�ni dont les niveaux sont On-�nis

a une branche de longueur On.

Attirons l'attention sur le fait que nous avons d�e�nit cette notion dans KM

et pas dans KMAC. Au point de vue des interpr�etations, la seule chose

1: Le lecteur n'�emettra pas d'objection �a l'usage d'un couple de classes.

2: a 6T x signi�e a <T x _ a = x.
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qui nous int�eresse vraiment dans le cadre qui nous occupe, ceci revient en

fait au même grâce �a la proposition suivante.

Proposition 10.2. KM + hh On est rami�able ii et KMAC + hh On est

rami�able ii sont mutuellement interpr�etables 3.

On va voir que hh On est rami�able ii est un axiome tr�es fort. Il est connu

que si � est un cardinal fortement inaccessible et rami�able, alors � est le

�-i�eme cardinal inaccessible o�u plus g�en�eralement que � est n-Mahlo pour

chaque n. On peut trouver une preuve de ce r�esultat dans [2], ch. B3. Une
adaptation quasi-imm�ediate de la preuve de [2], ch. B3 montre que hh On est

rami�able ii entrâ�ne l'existence d'une classe propre de cardinaux inacces-

sibles (ou plus g�en�eralement n-Mahlo). La seule chose dont il faut se m�e�er

est que l'on ne dispose pas d'axiome permettant de choisir des classes

propres (mais bien de choisir des ensembles dans des classes propres). Il

faut aussi remarquer que dans KM, il y a moyen de repr�esenter par des

classes des hh fonctions ii qui envoient des ensembles sur des classes 4.

Remarquons que ce r�esultat montre que KM + hh On est rami�able ii est

plus fort, au point de vue de la consistance relative que KM. C'est-�a-dire

que l'on ne peut prouver la consistance de KM + hh On et rami�able ii

�a partir de celle de KM. Il est facile de voir par contre que KM + hh il

existe un cardinal � > ! fortement inaccessible est rami�able ii permet

de prouver la consistance de KM + hh On est rami�able ii. On voit en

e�et que (R�+1;2)
5 o�u � > ! est un cardinal fortement inaccessible et

3: Nous remercions Robert Solovay pour nous avoir communiqu�e ce r�esultat.

4: Le lecteur voulant v�eri�er l'exactitude de cette aÆrmation proc�edera de la mani�ere

suivante (les num�eros des lemmes et des th�eor�emes sont ceux de [2] ch. B3, ainsi que

les notations utilis�ees).

I Il commencera par adapter le lemme 2.1 ainsi que le lemme 2.2.

I Il remarquera ensuite qu'il y a moyen d'adapter la preuve du th�eor�eme 2.3 pour

montrer qu'il n'y a pas de fonction f injective v�eri�ant la condition de l'�enonc�e

de ce th�eor�eme (car dans ce cas on peut d�e�nir C� = f�j� > f
�1(�)g; il n'y a pas

besoin de le choisir).

I Il adaptera ensuite facilement les preuves des th�eor�emes 7.1, 7.2, 7.3 (ainsi que le

lemme 7.4); l'arbre T de la preuve du th�eor�eme 7.3 n'est pas tout �a fait correct, il

faut prendre:

T =
�
s 2 S

<�
�
� 8� < lh(s)[s(�) < �] et s est 1.1

	
:

5: R�+1 �etant l'ensemble des ensembles de rang 6 �+ 1; �+ 1 �etant � [ f�g.
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rami�able est un mod�ele de KM + hh On est rami�able ii (r�eciproquement,

si (R�+1;2) est un mod�ele de KM + hh On est rami�able ii, alors � est

fortement inaccessible et rami�able).
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La consistance de GPK+
1

Dans ce chapitre, nous �etudierons le niveau de consistance de GPK+
1
. Le

but de ce chapitre est de prouver le th�eor�eme suivant:

Théorème 11.1. Les th�eories GPK+
1 et KM + hh On est rami�able ii sont

mutuellement interpr�etables (et donc �equiconsistantes).

11.1. GPK
+
1 interprète

KM+ hh On est ramifiable ii

Dans cette section, on se place dans GPK+
1
. Nous avons d�ej�a montr�e

(th�eor�eme 6.6) que GPK+
1

interpr�ete KM. Notons KMGPK l'interpr�eta-

tion de KM d�ecrite dans le chapitre 6 (c'est-�a-dire les classes, au sens

de GPK+
1
, d'ensembles bien fond�es de GPK+

1
). Montrons que KMGPK �

hh On est rami�able ii.

Consid�erons T � BF , T est un arbre ordonn�e par inclusion (ceci ne res-

treint pas la g�en�eralit�e). Notons T� l'ensemble des points de niveau � dans
T pour � 2 On. Soit s un point d'accumulation de T . On va prouver que

8� 9!s� 2 T� s� � s: (?)
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Clairement, (?) montre que T est une On-branche.

Fixons donc � et soit H = T� [ (
S
T�) [ (

SS
T�). Soit T

0 =
S
>�

T .

Clairement s est un point d'accumulation de T 0. Montrons que

fu j 9!v 2 T� v � ug

est un ferm�e.

En e�et:

fu j 9!v 2 T� v � ug
= fu j 9v 2 T� v � ug

\ fu j 8v 2 T� 8v
0 2 T� v 6� u _ v0 6� u _ v = v0g:

v 6� u est d�e�ni comme suit:

(9t 2 v)(t =2 u) _ (9t 2 v) (8h 2 u)(h 2 d(t))

o�u d est la fonction de domaine H d�e�nie par d(x) = fy j y 6= xg.

Clairement

T 0 � fu j 9!v 2 T� v � ug;

donc aussi

T 0 � fu j 9!v 2 T� v � ug;

donc 9!v 2 T� v � s, ce que l'on voulait.

11.2. KM+ hh On est ramifiable ii

interprète GPK+1

Dans cette section, on construira une interpr�etation de GPK+
1
dans KM +

hh On est rami�able ii. (On suppose que l'axiome de fondement est satisfait

dans KM.)

Les mod�eles qui ont �et�e construits jusqu'�a pr�esent de GPK+
1

proviennent

directement des hyperunivers. Ceux-ci sont construits �a l'aide d'un cardi-

nal � fortement inaccessible et rami�able. L'id�ee g�en�erale est de construire
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un hyperunivers en utilisant On �a la place de � comme cardinal fortement
inaccessible et rami�able. Les arguments de [11], [13] prouvant que les hy-

peruniversN� satisfont GPK ont �et�e une source d'inspiration pour prouver

que notre interpr�etation satisfait GPK+
1. La construction des hyperunivers

entre dans le cadre d'une m�ethode g�en�erale pour hh compl�eter ii des struc-

tures du premier ordre ([20]). La construction que nous donnons peut se

voir comme une adaptation de cette m�ethode. On va en fait hh compl�eter ii

la classe des ensembles de KM.

�A partir d'ici, nous nous pla�cons dans la th�eorie KM+ hh On est rami-

�able ii. De la même mani�ere que l'on utilise des classes dans ZF, nous

utiliserons des hyperclasses dans KM: une hyperclasse est une collection

d�e�nissable (avec param�etres) de classes. Classiquement des �enonc�es du

genre hh Soit A une hyperclasse, on a : : : ii se traduisent par des sch�emas.

Nous aurons besoin d'utiliser les �equivalences�� (� 2 On) d�e�nies d'abord

par R.J. Malitz ([23]) et utilis�ees par M. Forti, F. Honsell et R. Hinnion

(essentiellement [11], [13]) pour construire les hyperunivers. Nous rappel-

lerons les principales propri�et�es que nous utiliserons de ces �equivalences.

Les �� (� 2 On) sont d�e�nies par induction de la mani�ere suivante:

�0= V � V (rappelons que V est la classe universelle)

��=
[
�<�

�� (� �etant un ordinal limite)

a ��+1 b ssi ((8x 2 a)(9y 2 b)x �� y) ^ ((8y 2 b)(9x 2 a)x �� y)

pour chaque a; b 2 V .

On v�eri�e sans trop de diÆcult�es, par induction sur �, que les �� sont

des �equivalences embô�t�ees: si � 2 On et si � 6 �, alors a �� b) a �� b;
a et b d�esignant deux ensembles quelconques.

Dans [23] R.J. Malitz a d�e�ni pour chaque x 2 V , l'ensemble

[x]� =
S�

y
�� y �� x ^ 8z �� x RG(z) > RG(y)

	
:

Il remarque que [x]� �� x, ce qui permet de choisir de mani�ere canonique
un repr�esentant dans chaque classe d'�equivalence modulo �� (remarquer

qu'il n'est pas n�ecessaire d'utiliser l'axiome du choix).
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La classe suivante M� =
�
[x]�

�� x 2 V 	 est donc une classe de repr�esen-

tants pour chaque classe d'�equivalences modulo ��. R.J. Malitz montre

de plus que M� est en fait un ensemble.

L'id�ee de sa preuve est la suivante: prenons le plus petit � tel que M� ne

soit pas un ensemble s'il en existe. L'ordinal � ne peut être successeur. En

e�et si � = �+1, on montrerait que PM� est un ensemble de repr�esentants

pour les classes d'�equivalences modulo �� et on en d�eduirait que M�+1

est un ensemble. L'ordinal � est donc limite mais ceci est impossible car

la fonction f de domaine M� : f(x) = h[x]�i�<� donne une injection de

M� dans l'ensemble des �-suites (c'est-�a-dire des fonctions de domaine �)
d'�el�ements de

S
�<�

M�.

Le lemme suivant est un r�esultat utile concernant les ��:

Lemme 11.2. Soient x et y deux ensembles et supposons que x �� y avec

� > RG(x); alors x = y.

Preuve. | Par induction sur �.

On en d�eduit le corollaire important suivant (rappelons que l'on a l'axiome

de fondement). 2

Corollaire 11.3. Si x et y sont deux ensembles et si 8� 2 On x �� y,
alors x = y. Autrement dit[

�2On

�� =
�
(x; x)

�� x 2 V 	 :
On d�e�nit une hh relation d'appartenance au niveau � ii, pour chaque or-

dinal �, sur V :

a 2� b ssi 9a0 9b0 (a0 �� a ^ b
0
�� b ^ a

0
2 b0) ;

de mani�ere �equivalente, on a: a 2� b ssi 8� < � 9a0 �� a a0 2 b (l'implica-
tion de droite �a gauche est facile, pour l'autre prendre a0 = a, b0 = b[fag).
On d�e�nit un net comme �etant une fonction de On vers V (un net est donc

une classe propre). Nous �ecrirons A� au lieu de A(�) pour l'image de �
par le net A. �Etant donn�e un net Y , un net Y 0 est dit être un sous-net de
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Y ssi il existe une fonction F : On ! On croissante et injective telle que

8� 2 On Y 0� = YF (�).

Définition. Un net A est dit fortement Cauchy ssi 8�8� > � A� �� A� ;

on �ecrira netfc comme abr�eviation pour hh net fortement Cauchy ii.

On fera les conventions suivantes: on utilisera

I les lettres latines minuscules (a; b; : : : ) pour les ensembles (pour les
ordinaux, on utilise les lettres grecques minuscules �; �; : : : );

I les lettres latines majuscules (A;B; : : : ) pour les netfcs;

I les lettres latines majuscules rondes (A;B; : : : ) pour les hyperclasses
de netfcs.

On �etend la d�e�nition des �equivalences �� aux netfcs: A �� B ssi A� ��

B�. On d�e�nit la relation d'�equivalence �, ainsi que la relation d'appar-

tenance 2 sur les netfcs:

A � B ssi 8� A �� B;
A 2 B ssi 9A0 9B0 (A0 � A) ^ (B0 � B) ^ (8�A0� 2 B

0
�):

Il est �evident que 2 est compatible avec �. On v�eri�e sans diÆcult�es

que A 2 B ssi 8� A� 2� B�. Nous allons prouver que les netfcs avec

l'�egalit�e interpr�et�ee comme �etant � et l'appartenance interpr�et�ee comme

�etant 2 v�eri�e les axiomes de GPK+
1. Ceci n�ecessite plusieurs r�esultats

pr�eliminaires.

Le lemme suivant est capital, c'est le seul endroit o�u l'on utilise l'axiome
hh On est rami�able ii.

Lemme 11.4. Tout net a un sous-net fortement Cauchy.

Preuve. | Soit A un net quelconque. Soit B le net suivant: B� =

(�;A�). D�e�nissons des ensembles T�, pour chaque ordinal � par in-

duction. T0 = f(0; A0)g, on construit T� en mettant, pour chaque classe

d'�equivalence U modulo ��, le plus petit (au sens de la premi�ere com-

posante) �el�ement (�;A�) de B appartenant �a U et non utilis�e aupara-

vant (si un tel �el�ement n'existe pas, on n'ajoute rien pour cette classe
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d'�equivalence). La classe T� est un ensemble car il existe un ensemble de

repr�esentant pour chaque classe d'�equivalence modulo ��. On met sur T
l'ordre suivant: (�;A�) <T (�;A�) ssi � < � et A� �� A�. V�eri�ons que

T est un arbre dont les niveaux sont On-�nis (c'est-�a-dire des ensembles).

I T est un arbre: (0; A0) est la racine de T . Si (�;A�) 2 T , on v�eri�e

facilement que sur l'ensemble
�
(�;A�)

�� (�;A�) <T (�;A�)
	
l'ordre

<T se confond avec l'ordre des premi�eres composantes des �el�ements

de cet ensemble; ce qui montre qu'il est bien ordonn�e.

I Les niveaux de T sont des ensembles: On v�eri�e facilement que le

�-i�eme niveau de T est T� et l'on a d�ej�a montr�e que celui-ci est un

ensemble. Si T est On-�ni (c'est-�a-dire un ensemble), alors on voit

qu'il existe un � T =
S
�6�

T�. On voit alors, d'apr�es la d�e�nition de T ,

que A est un net form�e des seuls �el�ements de T , qui est un ensemble. Il
y a donc un sous-net de A constant et qui est donc fortement Cauchy.

Si T est On-in�ni, l'axiome hh On est rami�able ii entrâ�ne l'existence

d'une branche de T qui est une classe propre. La deuxi�eme composante

de cette branche forme le sous-net fortement Cauchy recherch�e. 2

A un ensemble a de KM, on fait correspondre le netfc constant aN tel que

aN� = a pour chaque �. Remarquons d'abord qu'un netfc A est �equivalent

�a un netfc constant ssi il est �nalement constant (c'est-�a-dire 9�8� > �
A� = A�); ceci est facile �a montrer en vertu du lemme 11.2. Notons KM

l'hyperclasse des netfcs �nalement constants.

Le lemme suivant dit, en gros, que sur KM l'appartenance 2 co��ncide avec

l'appartenance 2 d�e�nie sur les ensembles de KM.

Lemme 11.5. Soit Y un netfc. On a Y 2 KM ssi 8X 2 Y X 2 KM. Dans

ce cas, on a X 2 Y ssi x 2 y o�u X est �nalement �egal �a x (c'est-�a-dire

9� 8� > � X� = x) et Y est �nalement �egal �a y.

Preuve. | Soit Y 2 KM et soitX 2 Y . Supposons que Y soit �nalement

�egal �a y. On a 8� 2 On 9x0� �� X� tel que x0� 2 y. Puisque y est un

ensemble, il existe un sous-net de hx0�i qui est constant (puisqu'il n'y a

pas une classe propre de x0� avec x0� 2 y). Supposons que x0 est dans ce

sous-net et soit � = RG(x0). Soit Æ > � tel que x0Æ = x0 . Si � > Æ, on a



La consistance de GPK+
1

81

x0Æ �Æ x
0

� �� X� et donc x0 �Æ x
0

� �� X�. Comme Æ > RG(x0) et que
� > Æ, on a par le lemme 11.2 x0 = x0� = X�; ce qui montre que X est

�nalement constant.

R�eciproquement soit Y un netfc et supposons que 8X 2 Y X 2 KM.

Si Y =2 KM, on aurait pour chaque ordinal �, RG(Y�) > � (utiliser le

lemme 11.2). Soit X un net tel que 8� X� 2 Y�+1 et RG(X�) > �. Soit
X 0 un sous-net de X fortement Cauchy. Clairement X 0 =2 KM et X 0 2 Y .
Supposons �a pr�esent que X soit �nalement �egal �a x, que Y soit �nalement

�egal �a y et que X 2 Y . On trouve un � > RG(y) tel que Y� = y et X� = x
et on en conclut que x 2 y. 2

Dor�enavant, nous identi�erons les ensembles de KM avec les netfcs �na-

lement constants; on peut le faire puisque, d'apr�es le lemme 11.5, ils ont

les mêmes �el�ements. On �etend la d�e�nition de 2 et � aux hyperclasses de

netfcs de la mani�ere suivante:

A 2 A , 9A0 � A A0 2 A (A �etant un netfc)

A � B , (8X 2 A; X 2 B) ^ (8X 2 B; X 2 A):

On peut d�e�nir d'autres symboles�, \ en rempla�cant dans leurs d�e�nitions

usuelles = par � et 2 par 2. Quand il n'y aura pas de danger de confu-

sions, on �ecrira A 2 A et on dira que A est un �el�ement de A, de même pour

2, \, : : : De même, nous identi�erons les hyperclasses �-�equivalentes.

Pour les netfcs ainsi que pour les hyperclasses, on travaillera en fait dans

le quotient par la relation �. C'est cette pr�esentation qui est utilis�ee dans

[20]. Nous avons pr�ef�er�e ne pas l'utiliser ici car contrairement �a [20], cela

nous aurait forc�e �a manier des super-hyperclasses (collections d'hyper-

classes), ce qui aurait caus�e des diÆcult�es suppl�ementaires.

On d�e�nit une op�eration de clôture sur les hyperclasses de netfcs (qui

correspondra �a la clôture d'une classe dans GPK+
1).

Définition.
Soit A une hyperclasse de netfcs, on d�e�nit A, la clôture de A, par:

A =
�
X
�� 8� 9X 0 (X� �� X

0

� ^X
0
2 A)

	
:

On �ecrira parfois cl(A) au lieu de A.
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On v�eri�e que A � A, A � A, A [ B = A [ B, ? � ? (ici ? repr�esente

la classe vide de netfcs). Ce sont les axiomes d'un espace topologique

d�e�nis �a partir de la clôture topologique, �a ceci pr�es que cette clôture ne

s'adresse qu'aux hyperclasses de netfcs, c'est-�a-dire, en gros, aux collec-

tions d�e�nissables de netfcs. On se permettra donc d'utiliser le langage

topologique. En fait on verra que cette op�eration de clôture que l'on vient

de d�e�nir donnera l'op�eration de clôture de GPK+
1 (cfr. chapitre 2); les

hyperclasses de netfcs sont en fait les classes de GPK+
1
. Nous n'utiliserons

pas, dans la suite, de r�esultats topologiques sans en adapter la preuve (sauf

si celle-ci est triviale). Le fait que l'on a une hh topologie ii ne doit servir

que d'intuition pour l'�elaboration et la preuve des r�esultats dont on aura

besoin.

On d�e�nit, comme en topologie, la notion d'hyperclasse ferm�ee: une hyper-

classe A de netfcs est ferm�ee ssi A � A. Naturellement, une hyperclasse A

de netfcs sera dite ouverte si son compl�ement Ac=
�
X
�� X 62A

	
est ferm�e.

Appelons une hyperclasse base-ouverte si elle est de la forme fY
�� Y� �� xg

o�u x est un ensemble et � un ordinal �x�e. �A l'hyperclasse fY
�� Y� �� xg,

on peut associer l'ensemble suivant ([x]�; �). Cette remarque permet de
traduire par des formules du premier ordre sur le langage (2;�) des for-
mules du genre hh il existe une hyperclasse base-ouverte tel que : : : ii ou
hh pour toute hyperclasse base-ouverte, on a : : : ii.

V�eri�ons que l'intersection de deux hyperclasses base-ouvertes est une

hyperclasse base-ouverte. Soit U =
�
X
�� X� �� x

	
, V =

�
Y
�� Y� �� y

	
et supposons � 6 �. On a U \ V � ? si x �� y; U \ V � U si x �� y.

Lemme 11.6. Une hyperclasse A de netfcs est ferm�ee ssi 8X 62 A, il existe

une hyperclasse base-ouverte U telle que X 2 U et U \ A � ?.

Preuve. | Facile. 2

On voit facilement que l'hyperclasse V de tous les netfcs ainsi que l'hyper-

classe vide ? sont ferm�ees (le fait pour lequel on utilise une lettre droite

pour l'hyperclasse universelle sera justi��ee par le lemme 11.9 qui montrera

que V correspond �a un netfc).

On remarque �egalement que les hyperclasses de netfcs sont stables par

union binaire. On voit aussi que si A est l'intersection d'une famille quel-
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conque de netfcs, alors A est ferm�ee pourvu que A soit une hyperclasse de

netfcs (c'est-�a-dire pourvu que A soit d�e�nissable).

Cette derni�ere aÆrmation n'est pas exprimable au premier ordre dans

KM. C'est une aÆrmation concernant le mod�ele de KM dans lequel on

travaille, faite �a l'ext�erieur de celui-ci. Ce r�esultat ne �gure ici que pour

nous conforter dans l'id�ee que l'on a un hh espace topologique ii, il ne �gure

dans aucune preuve formelle.

On peut voir en fait que notre hh topologie ii est une On-topologie dans le

sens suivant. AppelonsOn-�nie une collection d'hyperclasses base-ouvertes

ssi il existe un ensemble de repr�esentants pour ces hyperclasses. On voit

alors facilement que l'intersection des �el�ements d'une hyperclasse On-

�nie d'hyperclasses base-ouvertes est une hyperclasse base-ouverte. Nous

voyons aussi que les hyperclasses base-ouvertes sont ferm�ees et on a donc

une hh topologie ii 0-dimensionnelle. En fait, on a un hh espace uniforme ii en

prenant les collections suivantes comme entourages:
�
(X;Y )

�� X �� Y
	

o�u � 2 On (on verra plus tard que l'usage d'un couple de netfcs ne pose

pas de probl�emes).

Les classes de KMGPK suivantes :
�
x
�� x �� a

	
o�u � parcourt On et a par-

court V (la classe de tous les ensembles) sont appel�ees classes d'�equivalence

modulo �. Celles-ci correspondent aux hyperclasses bases-ouvertes de la

forme
�
X
�� X� �� a

	
(ici X est un netfc). Nous ne ferons pas toujours

explicitement la distinction entre les classes d'�equivalences modulo � et

les hyperclasses bases-ouvertes; ceci dans le même ordre d'id�ees que l'on

identi�e les ensembles de KMGPK avec les netfcs �nalement constants.

Le lemme suivant sera appel�e hh lemme de prolongement ii.

Lemme 11.7. (lemme de prolongement). Soit A un netfc et soit x un en-

semble tel que x 2 A ; alors il existe un netfc X tel que X = x et

X 2 A.

Preuve. | D�e�nissons le netfc A0 par A0� = A�+1. On a clairement que

A0 � A. D�e�nissons le net hx�i�2On de la mani�ere suivante: si � < , on
pose x� = x; si � > , on choisit un x� 2� A

0
� tel que x � x� (l'existence

d'un tel x� d�ecoule du fait que A0 �+1 A
0
�). On extrait un sous-net X

fortement Cauchy de hx�i�2On . On v�eri�e sans peine que X 2 A et que
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X 2 x et l'on voit sans diÆcult�es que l'on peut en fait supposer X = x.
2

On peut maintenant prouver l'axiome d'extensionnalit�e (relativement �a �

et 2) sur les netfcs.

Lemme 11.8. (extensionnalit�e). Soient X et Y deux netfcs tels que

8Z (Z 2 X , Z 2 Y ); alors X � Y .

Preuve. | Il faut prouver que 8� X� �� Y�. Clairement il suÆt de
prouver que:

(8x 2� X� x 2� Y�) ^ (8y 2� Y� y 2� X�) :

Soit donc x 2� X�; le lemme 11.7 fournit un netfc H tel que H� = x
et H 2 X . Par hypoth�ese; ceci implique H 2 Y et donc x = H� 2� Y�.
L'autre partie s'obtient en permutant le rôle de X et de Y . 2

Prouvons maintenant qu'une hyperclasse A de netfcs est ferm�ee ssi elle

correspond �a un netfc.

Lemme 11.9. Une hyperclasse A de netfcs est ferm�ee si et seulement s'il

existe un netfc A tel que
�
X
�� X 2 A

	
� A.

Preuve. | Soit Y un netfc. Soit Y = fX
�� X 2 Y g, montrons que

Y � Y . Soit X 2 Y , pour chaque ordinal �, on choisit un ensemble x� tel

que l'aÆrmation suivante est v�eri��ee hh x� �� X�, il existe H 2 Y avec

H� �� x� ii. Extrayons un sous-net fortement Cauchy X 0 de hx�i. On
v�eri�e que X 0 � X et que X 0 2 Y et donc X 2 Y ; ce qui montre que

Y � Y et donc que Y � Y .

R�eciproquement, supposons que Y est une hyperclasse ferm�ee de netfcs.

D�e�nissons h� =
�
Y�

�� Y 2 Y
	
, soit y� un ensemble obtenu �a partir de h�

en ne gardant qu'un seul �el�ement par classe d'�equivalence modulo �� (on

peut, par exemple, prendre y� =
�
[Y�]�

�� Y 2 Y
	
). On v�eri�e sans peine,

en utilisant la d�e�nition de �� que le net Y = hy�i�2On est fortement

Cauchy. Prouvons que le netfc Y a les mêmes 2-�el�ements que l'hyperclasse

Y . On voit facilement que si X 2 Y , alors X 2 Y . Si X 2 Y , on voit que
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pour chaque hyperclasse base-ouverte U ayant X comme 2-�el�ement, on a

U \ Y 6= ?, donc X 2 Y puisque Y est ferm�ee. 2

�A partir de maintenant, nous ne ferons plus toujours la distinction entre

une hyperclasse ferm�ee et son netfc correspondant. De même, on ne dis-

tinguera plus syst�ematiquement deux netfcs �-�equivalents. Par exemple,

on parlera du netfc vide pour mentionner en fait n'importe quel netfc

n'ayant pas de 2-�el�ements. Si A et B sont deux netfcs, on �ecrira A [B le

netfc correspondant �a l'hyperclasse
�
X
�� X 2 A _X 2 B

	
, de même pour

\;�; : : : On voit facilement que notre hh topologie ii est Hausdor� (T2: pour
deux netfcs X et Y , il existe deux hyperclasses ouvertes U etW telles que

X 2 U , Y 2 W et U \W � ?). On voit aussi que si l'on a deux netfcs A et

B, l'hyperclasse fA;Bg est ferm�ee; elle correspond donc �a un netfc que l'on
�ecrira toujours fA;Bg. En regardant la preuve du lemme 11.9, on voit que
fA;Bg� �� fA�; B�g. De la même mani�ere, on peut voir aussi que si l'on

a deux netfcs A et B, on peut trouver un netfc (A;B) � ffAg; fA;Bgg
qui est le couple de A et B. On a toujours (A;B)� �� (A�; B�). De plus,

on voit que (X;Y ) ��+2 (X 0; Y 0) , X �� X 0 ^ Y �� Y 0. On peut

aussi it�erer le processus et obtenir des n-uples (X1; : : : ; Xn) de netfcs

X1; : : : ; Xn (on met les indices en haut pour dire que X i est le i-i�eme

netfc du n-uple et pas le i-i�eme �el�ement d'un netfc X). On a toujours

(X1; : : : ; Xn)� ��

�
X1
�; : : : ; X

n
�

�
.

Montrons que l'hyperclasse des couples est ferm�ee.

Lemme 11.10. L'hyperclasse des couples C est ferm�ee.

Preuve. | En vertu du lemme 11.6, il suÆt de montrer que si X est

un netfc tel que 8� 2 On X� 2 C , alors X 2 C (rappelons que nous

identi�ons un ensemble de KM avec un netfc �nalement �egal �a celui-ci).

Pour chaque � 2 On, il existe donc deux ensembles a� et b� tels que

X� �� (a�; b�). Soit A (resp.B) un sous-net de ha�i�2On (resp. hb�i�2On )
fortement Cauchy; il est alors facile de voir que X � (A;B) et donc que
X 2 C . 2

Sur l'hyperclasse des couples, on peut mettre deux hh topologies ii natu-

relles: la hh topologie ii induite par la topologie de base et la hh topologie ii

produit. Le lemme suivant dit que ces deux hh topologies ii co��ncident.
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De mani�ere plus pr�ecise, on dira qu'une hyperclasse U de couples est

ouverteP (hh ouverteP iisigni�ant hh ouverte pour la topologie produit ii)

ssi pour tout (X;Y ) 2 U , il existe deux hyperclasses ouvertes V ;W telles

que X 2 V , Y 2 W et V �W � U . On dira qu'elle est ouverteI (ouverteI
signi�ant ouverte pour la topologie induite) ssi il existe une hyperclasse

ouverte V telle que V \ C = U (rappelons que C d�esigne l'hyperclasse des

couples, qui est ferm�ee).

Lemme 11.11. La hh topologie produit ii et la hh topologie induite ii co��ncident

sur l'hyperclasse des couples. Autrement dit, une hyperclasse U de

couples est ouverteP ssi elle est ouverteI .

Preuve. | Supposons que U soit une hyperclasse de couples ouverteP
et soit (X;Y ) un �el�ement quelconque de U . A�n de prouver que U est

ouverteI , il suÆt de trouver une hyperclasse ouverte O tel que (X;Y ) 2 O
et O\ C � U (passer au compl�ement et utiliser le lemme 11.6). Comme U

est ouverteP , on trouve deux hyperclasses ouvertes V et W telles que X 2

V , Y 2 W et V �W � U . Sans restreindre la g�en�eralit�e, on peut supposer

que V et W sont bases-ouvertes: V =
�
Z
�� Z �� z

	
, W =

�
T
�� T �� t

	
;

pour �xer les id�ees, supposons � 6 �. On v�eri�e alors que l'hyperclasse

O =
�
H
�� H� ��+2 (z; t)

	
est ouverte et r�epond �a la question.

R�eciproquement, supposons que U soit une hyperclasse de netfcs ouverteI .

Soit G l'hyperclasse Uc n C c ; G est ferm�ee par hypoth�ese et correspond

donc �a un netfc G. Soit (X;Y ) 2 U , on a donc (X;Y ) 62 G et il existe

donc un ordinal � avec (X;Y ) =2� G. Soit V =
�
A
�� A� �� X�

	
, W =�

B
�� B� �� Y�

	
, on a (X;Y ) 2 V �W mais clairement (V �W)\G � ?

et donc V �W � U . 2

L'hyperclasse des couples �etant ferm�ee, on a qu'une hyperclasse A � C de

netfcs est ferm�ee ssi elle est ferm�ee pour la hh topologie produit ii; c'est-�a-

dire ssi 8(X;Y ) 62 A, il existe des hyperclasses ouvertes U et V telles que

X 2 U , Y 2 V et (U � V) \ A � ?.

Remarquons aussi que si l'on a une hyperclasse de netfcs A et si l'on

d�e�nit une hyperclasse B en e�ectuant des manipulations naturelles sur

les couples de A (permutations des composantes, projections, : : : ), nous
avons que A est ferm�ee ssi B l'est.
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Prouvons-le, �a titre d'exemple, dans le cas suivant:

B =
�
(X;Y )

�� (Y;X) 2 A
	
;

on suppose que A est ferm�ee et on prouve que B est ferm�ee. Soit B le netfc

correspondant �a la clôture de B et soit (X;Y ) 2 B, prouvons que (X;Y ) 2
B. On a pour chaque ordinal � (X�; Y�) 2� B� et il existe donc X 0, Y 0

avec (X 0; Y 0) 2 B et X 0
� �� X�, Y

0
� �� Y� (lemme du prolongement). Par

d�e�nition (Y 0; X 0) 2 A et si l'on appelle A le netfc correspondant �a A (A

est ferm�ee), on a (Y 0�; X
0
�) �� (Y�; X�) �� (Y;X)� 2� A�. L'ordinal �

�etant arbitraire, on a (Y;X) 2 A et donc (X;Y ) 2 B par d�e�nition de B.

On peut voir sans diÆcult�es que ce que l'on a dit pour les couples reste

vrai pour les n-uples (X1; : : : ; Xn). On peut �a pr�esent prouver que les

netfcs interpr�etent GPK+.

Lemme 11.12. Les netfcs interpr�etent GPK+ (avec l'�egalit�e interpr�et�ee

comme �etant � et l'appartenance interpr�et�ee comme �etant 2).

Preuve. | Remarquons que si �(X) est une formule sur le langage

(2;�), alors pour tout netfc A et B, on a A � B ) �(A) , �(B); ainsi
il est l�egitime d'interpr�eter � comme �etant l'�egalit�e.

L'extensionnalit�e a d�ej�a �et�e prouv�ee (lemme 11.8). L'axiome VIDE est tri-

vial (puisque l'hyperclasse vide ? est ferm�ee). On commence par montrer

que pour toute formule BPF = '(Y 1; : : : ; Y m; X1; : : : ; Xn) dont les va-

riables libres sont parmi (Y 1; : : : ; Y m; X1; : : : ; Xn), on a que pour chaque

Y 1; : : : ; Y m;
�
(X1; : : : ; Xm)

�� '	 est une hyperclasse ferm�ee de netfcs. On
le fait par induction sur la complexit�e de '.

I ' est atomique.
Il suÆt de le montrer pour ' atomique ne contenant pas le signe �

puisque l'on a l'extensionnalit�e. On se contente de le montrer si ' est

X i 2 Xj (les autres cas X i 2 Y j , Y i 2 Xj , Y i 2 Y j sont faciles).

A�n de simpli�er l'�ecriture, on suppose i = 1, j = 2. Soit donc A =�
(X1; : : : ; Xn)

�� X1 2 X2
	
. Supposons que (A1; : : : ; An) =2 A, on a A1 62

A2 et il existe donc un ordinal � tel que A1
� =2� A

2
�. Notons, si X est un

netfc, U�(X) l'hyperclasse base-ouverte suivante U�(X) =
�
H
�� H� �� X�

	
.

L'hyperclasse

U�(A
1)� U�(A

2)� V � � � � � V| {z }
n � 2 composantes
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(V d�esignant l'hyperclasse universelle qui est ouverte) comprend

(A1; : : : ; An) mais est disjointe de A; ce qui prouve le r�esultat.

I ' est de la forme  1 _  2 ou  1 ^  2 avec  1;  2 BPF .
Ceci d�ecoule facilement du fait trivial que l'union (resp. l'intersection) de

deux hyperclasses ferm�ees de netfcs est ferm�ee.

I ' est de la forme 8X 2 Y  (X;Y; Z1; : : : ; Zn) où  est BPF .
Montrons que l'hyperclasse suivante :

A =
�
(Y; Z1; : : : ; Zn)

�� 8X 2 Y  (X;Y; Z1; : : : ; Zn)
	
est ferm�ee.

Soit (Y; Z1; : : : ; Zn) 2 A et X 2 Y , montrons que  (X;Y; Z1; : : : ; Zn) et

donc que (Y; Z1; : : : ; Zn) 2 A. La formule  d�e�nissant une hyperclasse

ferm�ee par hypoth�ese, il suÆt de montrer que toute hyperclasse de la forme

U�(X)� U�(Y )� U�(Z
1)� � � � � U�(Z

n)

comprend un �el�ement qui satisfait  . Puisque (Y; Z1; : : : ; Zn) 2 A, on a

l'existence d'un �el�ement

(Y 0; Z10; : : : Zn0) 2 U�(Y )� U�(Z
1)� � � � � U�(Z

n) \ A:

On a clairement X� 2� Y
0
� et en utilisant le lemme de prolongement, on

trouve un netfc X 0 tel que X 0
� �� X� et X 0 2 Y 0. L'�el�ement recherch�e est

(X 0; Y 0; Z10; : : : ; Zn0) et le r�esultat est prouv�e.

I ' est de la forme 9Y  (X;Y; Z1; : : : ; Zn) où  est BPF .
A�n de simpli�er les notations, supposons qu'il n'y ait pas de variables Z.
Montrons que l'hyperclasse suivante:

A =
�
X
�� 9Y  (X;Y )

	
est ferm�ee. Soit X 2 A, on va trouver un netfc Y tel que  (X;Y ), ce qui
montrera que X 2 A. Pour chaque ordinal �, on choisit un ensemble y�
tel que hh il existe deux netfcs X 0 et H tels que X 0

� �� X�, H� �� y� et

 (X 0; H) ii (on voit que cela est possible en utilisant le fait que X 2 A).

On extrait un sous-net Y fortement Cauchy de hy�i. On peut voir que

toute hyperclasse ouverte comprenant (X;Y ) (on peut se restreindre aux

hyperclasses de la topologie produit) comprend un �el�ement (X 0; Y 0) qui
satisfait  (X 0; Y 0). La formule  d�e�nissant une hyperclasse ferm�ee, on

en conclut que l'on a  (X;Y ).
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Nous avons vu que les neftcs avec � interpr�et�ee comme �etant l'�egalit�e

et 2 interpr�et�e comme �etant l'appartenance interpr�etent la th�eorie CBPF.

Puisque l'on peut prendre la clôture A d'une hyperclasseA, il n'est pas dif-

�cile de voir que cette interpr�etation satisfait le sch�ema de clôture CL. On a

donc une interpr�etation de GPK+; ce qui ach�eve la preuve du lemme 11.12.

2

A�n de prouver le th�eor�eme 6.1, il reste donc �a v�eri�er que notre in-

terpr�etation de GPK+ satisfait l'axiome de l'in�ni.

On a le lemme suivant.

Lemme 11.13. (cfr. proposition 5.7). Soit � une formule sur le langage

(2;�) dont chaque quanti�cateur prend l'une des formes suivantes:

8X 2 Y ; 9X 2 Y ; 8X � Y ; 9X � Y et soit X1; : : : ; Xn 2 KM,

alors si l'on note x1; : : : ; xn les ensembles correspondant aux netfcs

X1; : : : ; Xn, on a �(X1; : : : ; Xn), �0(x1; : : : ; xn) o�u �0 est obtenue

�a partir de � en rempla�cant � par = et 2 par 2.

Preuve. | Elle se fait facilement sur la complexit�e de � en utilisant le

lemme 11.5. 2

Prouvons �a pr�esent que les netfcs qui sont bien fond�es au sens de GPK+
1

sont exactement ceux de KM; ce �a quoi on pouvait s'attendre.

Si X est un netfc, trcl(X) d�esigne la clôture transitive de X (celle-ci existe

puisque l'on est dans une interpr�etation de GPK+). On voit que si X 2

KM, alors trcl(X) 2 KM; de plus, dans ce cas, on a que trcl(X) est le

netfc correspondant �a trcl(x) o�u x est l'ensemble correspondant au netfcX .

Lemme 11.14. Les netfcs bien fond�es de notre interpr�etation de GPK+
1

sont exactement les netfcs de KM.

Preuve. | Soit X un netfc �nalement �egal �a x. On doit montrer que

8Y 3 X 9Y 0 2 Y Y 0 \ Y = ?. Soit donc Y 3 X et consid�erons

trcl(X) \ Y . Chaque �el�ement de trcl(X) \ Y est dans KM. Soit Y 0 un
tel �el�ement de rang minimum (le rang d'un netfc de KM est le rang de

l'ensemble correspondant). On a Y 0 \ Y = ? car sinon Y 0 ne serait pas
de rang minimum.
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R�eciproquement, soit X un netfc qui n'est pas dans KM. Montrons que

9Y 3 X 8Y 0 2 Y Y 0 \ Y 6= ?. Soit KMc le netfc correspondant au

compl�ement de KM (on voit facilement que KM est une hyperclasse ou-

verte de netfcs). Soit Y = trcl(X) \ KMc. Soit Y 0 2 Y , en utilisant le

lemme 11.5, on trouve un Z 2 Y 0 \ KMc, on a Z 2 trcl(X) et donc

Y 0 \ Y 6= ?. 2

Corollaire 11.15.
Les ordinaux de notre th�eorie de base KM sont exactement (les en-

sembles correspondant aux) ordinaux de notre interpr�etation deGPK+
1.

Preuve. | On sait que dans GPK+
1
, tout ordinal est bien fond�e et on

utilise le lemme 11.13 ainsi que la proposition 11.14. 2

On peut voir maintenant que notre interpr�etation satisfait l'axiome de

l'in�ni: le netfc !N correspondant �a l'ordinal ! (les nombres entiers posi-

tifs) satisfait la formule suivante sur le langage (2;�): hh !N est un ordinal

limite ii. Ceci termine la preuve du th�eor�eme 11.1.

Essayons �a pr�esent �a pr�esent de voir ce qui se passe dans le cas o�u l'axiome

de l'in�ni est retir�e. On va montrer le th�eor�eme suivant:

Théorème 11.1'. La th�eorie GPK+ est mutuellement interpr�etable avec

PA2, l'arithm�etique du second ordre.

Preuve. | Il est connu que KM�1 est mutuellement interpr�etable avec

PA2. Nous montrerons donc GPK
+ est mutuellement interpr�etable avec

KM�1. Le fait GPK
+ interpr�ete KM�1 est une adaptation triviale des

r�esultats du chapitre 6 (remarquer que pour prouver que GPK+
1 interpr�ete

KM, on a utilis�e l'axiome de l'in�ni uniquement pour prouver qu'il est

satisfait dans KM).

Il nous reste �a montrer qu'il est possible d'interpr�eter GPK+ dans KM�1.

On commence par interpr�eter dans KM�1, la th�eorie KM�1 + :INF.

(:INF �etant la n�egation de l'axiome de l'in�ni), ce qui est clairement

faisable.
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On montre ensuite, que dans KM�1, on a:

:INF) On hh est rami�able ii:

C'est une adaptation �evidente du lemme de K�onig.

On remarque en�n que, pour construire l'interpr�etation de GPK+
1

dans

KM, on a utilis�e l'axiome de l'in�ni uniquement pour prouver qu'il est

satisfait dans GPK+
1. Ceci clôture la preuve du th�eor�eme 11.10. 2
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Chapitre 12

Un théorème de point fixe

Dans ce chapitre, nous nous proposons de donner un th�eor�eme de point

�xe prouvable dans GPK+.

Nous nous proposons de montrer que toute fonction monotone a un point

�xe. Ce th�eor�eme est inspir�e d'un th�eor�eme analogue valable dans les

hyperunivers ([17], th. 4.1).

Soit f une fonction, on dit que f est monotone ssi (8x; y 2 dom(f)) (x �
y ) f(x) � f(y)).

Théorème 12.1. Toute fonction f monotone a un point �xe.

Preuve. | Consid�erons l'ensemble suivant: d =
�
x 2 dom(f)

�� x � f(x)
	

(d est un ensemble car d�e�ni par une formule BPF ). Remarquons que si

x 2 d, f(x) 2 d. L'ensemble d jouit de la propri�et�e suivante :

(8a � d)
S
a 2 d: (?)

A�n de prouver (?), soit a � d. Si x 2 a, on a par d�e�nition x � f(x).
On a aussi f(x) � f(

S
a) car x �

S
a et que f est monotone. On a donc

x � f(
S
a). L'ensemble x 2 a �etant arbitraire, on en conclut

S
a � f(

S
a)

et donc
S
a 2 d; ce qui prouve (?). Soit b un �el�ement de d. D�e�nissons une
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fonctionnelle G de domaine On et prenant ses valeurs dans d.8><
>:

G(0) = b
G(�+ 1) = f(G(�))
G(�) =

S
�<�

G(�) pour � limite:

Il est clair que G est croissante: � 6 � ) G(�) � G(�).

Si G n'est pas injective, alors le th�eor�eme est prouv�e; en e�et, supposons

que � < � et que G(�) = G(�). On a G(�) � G(� + 1) � G(�), ce qui
donne G(�) = G(� + 1) = f(G(�)); et donc G(�) est un point �xe de f
et le th�eor�eme 12.1 est prouv�e.

Supposons donc que G soit injective et notons I = im(G). La classe I a un
point d'accumulation; en e�et, dans le cas contraire, I serait un ensemble

discret et on en conclurait que G�1 est un ensemble (proposition 3.5) et

donc aussi im(G�1) = On, ce qui est faux.

Soit i un point d'accumulation de I . On va montrer que i = f(i), ce qui
ach�evera la preuve.

I i � f(i):

On sait que I � d et donc aussi I � d; ce qui donne i 2 d et ce qui

prouve le r�esultat.

I f(i) � i:

Soit � un ordinal et consid�erons la classe I 0 = I n
�
G(�)

�� � 6 �
	
. Il

est clair que i est un point d'accumulation de I 0. Clairement, 8x 2
I 0 G(�) � x (car G est croissante). On a donc I 0 � fx

�� G(�) � xg,

cette derni�ere classe �etant un ensemble, on a aussi I 0 � fx
�� G(�) � xg;

ce qui donne G(�) � i. L'ordinal � �etant arbitraire, on a donc prouv�e

8� 2 On G(�) � i (??)
�A pr�esent, on a

f(i) 2
�
f(x)

�� x 2 I	
=
�
f(x)

�� x 2 I	 (lemme 3.4)

�
�
G(�)

�� � 2 On
	

(car 8� 2 On f(G(�)) = G(�+ 1) 2 I)

� fx
�� x � ig (en utilisant (??))

=
�
x
�� x � i

	
(car fx

�� x � ig = Pi est un ensemble).

Ceci montre que f(i) � i et termine la preuve. 2
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Chapitre 13

Quelques mots sur
les décorations de graphes

Dans ce chapitre, nous donnerons quelques mots sur les d�ecorations de

graphes (c'est-�a-dire les hh dessins ii d'ensembles); ceci dans GPK+ (en fait

GPK suÆt).

Donnons d'abord quelques d�e�nitions.

Un graphe g est un ensemble de couples (c'est-�a-dire une relation).

�Etant donn�e un graphe g, l'ensemble
�
x
�� 9y(x; y) 2 g	[�y �� 9x(x; y) 2 g	

sera appel�e l'ensemble des n�uds du graphe (c'est l'ensemble sur lequel la

relation g est d�e�nie); celui-ci sera not�e n(g). �Etant donn�e un graphe g,
on note x! y pour (x; y) 2 g.

Une d�ecoration d'un graphe g est une fonction d de domaine n(g) v�eri�ant
la condition suivante d(x) =

�
d(y)

�� x! y
	
. Intuitivement d remplace les

�eches du graphe par la relation hh avoir pour �el�ement ii (pas n�ecessairement

de mani�ere injective).

Consid�erons l'axiome d'antifondation AFA (introduit par P. Aczel [1]).

AFA: Tout graphe a une unique d�ecoration.

Cet axiome signi�e intuitivement que tout ensemble que l'on peut dessiner

existe de mani�ere unique.
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Dans ZF0 (c'est-�a-dire ZF sans l'axiome de fondement), celui-ci est �equi-

valent �a l'axiome X1 introduit par M. Forti et F. Honsell ([12]).

X1: Pour tout ensemble a et pour toute fonction f : a! Pa,
il existe une unique fonction d de domaine a telle que
8x 2 a d(x) = fd(y)jy 2 f(x)g.

Nous verrons que dans GPK, l'axiome AFA est faux; nous montrerons

qu'il existe un graphe de GPK n'admettant aucune d�ecoration. Ceci si-

gni�e que, bien qu'il y ait plusieurs ensembles non bien-fond�es dans GPK

(tel l'univers); on ne peut pas les avoir tous. Par contre, l'axiome X1 est

consistant avec GPK+
1
(ceci a �et�e montr�e par M. Forti et F. Honsell [14] en

supposant l'existence d'un cardinal fortement inaccessible et rami�able).

En fait, �etant donn�e un graphe g, la fonction f d�e�nie sur l'ensemble des

n�uds du graphe: f(x) = fy
�� x ! yg, qui intervient dans l'axiome X1,

pourrait ne pas être un ensemble; c'est-�a-dire ne pas exister dans GPK.

C'est ce qui se passe dans le graphe de la proposition suivante.

Proposition 13.1. Il existe un graphe n'admettant aucune d�ecoration.

Preuve. | Soit g le graphe suivant:

n(g) = On [ fff?ggg

g = f(x; y)
�� x 2 n(g) ^ y 2 n(g) ^ y 2 xg [ f(On; ff?gg)g

(il est clair que g est un ensemble).

Supposons qu'il existe une d�ecoration d de ce graphe. On v�eri�e ais�ement,
par induction, que (8� 2 On) d(�) = �. On a aussi d(ff?gg) = ff?gg.
On a donc

d(On) = On [
�
ff?gg; d(On)

	
: (?)

Comme On � d(On) et que d(On) est un ensemble, on a On � d(On). Ce
qui donne On 2 d(On) puisque On 2 On. En utilisant (?), on en conclut

que On = d(On). Mais ceci est impossible car on a ff?gg 2 d(On) et
ff?gg =2 On. 2
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Chapitre 14

Points fixes d'opérateurs
dans KM et dans GB

Dans ce chapitre, on se place dans KMAC (La th�eorie de Kelley-Morse avec

l'axiome du choix global). L'axiome de fondement n'est pas n�ecessaire. Si

l'on ne prend pas l'axiome de fondement, l'axiome AC doit être �enonc�e de

la mani�ere suivante:

AC: il existe une bijection entre V et On.

La propri�et�e de point �xe, d�ecrite dans le chapitre 12, est une propri�et�e

qui est aussi valable dans KMAC, �a certains conditions. Nous verrons

bri�evement que dans GB, cette propri�et�e n'est plus vraie.

Dans KM, comme dans GB, on maniera des hyperclasses (c'est-�a-dire des

collections d�e�nissables de classes). Celles-ci sont mani�ees de la même

fa�con que l'on manie des classes dans ZF.

On appelle op�erateur une hyperclasse F telle que 8X 9!Y (X;Y ) 2 F .

Moyennant une d�e�nition appropri�ee, un couple de classes est une classe

(voir annexe, paragraphe 2). F est donc bien une hyperclasse. On note

naturellement Y = F(X) pour (X;Y ) 2 F . L'op�erateur F est dit mono-

tone ssi 8X 8Y X � Y ) F(X) � F(Y ). Il est possible, dans KMAC,

de montrer que tout op�erateur a un point �xe.
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Soit R une classe et < une relation d'ordre strict d�e�nie sur R. La relation
< est dite être une relation de bon ordre si toute sous-classe non vide (de

mani�ere �equivalente tout sous-ensemble non vide) de R admet un �el�ement

minimum (on ne demande pas que 8x fy
�� y < xg soit un ensemble).

Il est possible de montrer que les bons ordres se comportent comme des

ordinaux (entre autres, on peut montrer qu'il est possible de faire des

d�emonstrations par induction sur les bons ordres). Ceci est assez technique

et ne sera pas fait ici (voir, par exemple, [23]).

Voici, en gros, une mani�ere d'obtenir un point �xe pour F . On d�e�nit, par

induction, sur les bons ordres

J0 = V o�u V est la classe universelle

JR+1 = F(JR) o�u R est un bon ordre

JL =
S

R<L

F(JR) o�u L est un bon ordre limite:

On montre que
S

R2BO

JR (BO �etant l'hyperclasse des bons ordres) est un

point �xe de F (c'est en fait le plus grand point �xe). Il faut remarquer

qu'il est n�ecessaire de d�e�nir JR pour tout bon ordre R et pas seule-

ment pour tout ordinal. �A titre d'exemple, donnons un op�erateur F tel

que
S

�2On

J� n'est pas un point �xe de F (les J� �etant d�e�nis comme

pr�ec�edemment).

On commence par d�e�nir une classe (B;<B) bien ordonn�ee dont le hh type

d'ordre est On + 1 ii. Soit u un ensemble quelconque qui n'est pas un

ordinal.

B = On [ fug

<B=
�
(x; y)

�� x 2 On ^ y 2 B ^ (x 2 y _ y = u)
	
:

On d�e�nit F :

F(X) =

�
X si X \ B = ?
X nmin(X \ B) si X \ B 6= ?

(min d�esigne le minimum au sens de <B).

On v�eri�e sans peine que
S

�2On

J� = V nOn et que F

� S
�2On

J�
�
= V nB

(en fait le processus hh s'arrête ii �a On + 1). On se propose �a pr�esent de

donner un op�erateur F monotone tel que GB 2 F a un point �xe.
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Théorème 14.1. Il existe un op�erateur F monotone tel que GB 2 hh F a

un point �xe ii.

Preuve. | On commence par d�e�nir �a l'int�erieur de GB la notion

de formules sans param�etres de mani�ere habituelle. On utilise la barre

de She�er
�� comme seul connecteur propositionnel (rappel: �

��� signi-

�e :� _ : �); ce qui permettra d'all�eger quelque peu l'�ecriture. Par

d�e�nition, une formule ayant pour variables libres (x1; : : : ; xn) et pour
param�etres a1; : : : ; am (a1; : : : ; am �etant des ensembles) est un couple

(�(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym); f) o�u � est une formule sans param�etres ayant

pour variables libres x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym et o�u f est une fonction de

domaine fy1; : : : ; ymg tel que 8i 2 f1 : : :mg f(yi) = ai. Une telle formule
sera not�ee �(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am). Remarquons que les formules �a pa-

ram�etres forment une classe propre, cette classe sera not�ee Frm; on notera

Frm(�) pour � 2 Frm. Un �enonc�e est une formule concr�ete (on le d�e�nit

dans le m�etalangage). A chaque �enonc�e E (avec param�etres) correspond

une formule que l'on note pEq. Sauf mention contraire, tous les �enonc�es et

formules sont avec param�etres.

Soit T un �enonc�e pr�edicatif qui d�e�nit la v�erit�e pour les formules ato-

miques pr�edicatives (cfr annexe pour la d�e�nition des formules pr�edicatives).

De mani�ere pr�ecise, on demande que pour chaque �enonc�e E pr�edicatif ato-

mique avec param�etres, on ait: GB � (T (pEq), E) (il est connu qu'un tel

�enonc�e existe).

Soit Vr la classe suivante:

Vr =
�
(�; 1)

�� Frm(�) ^ � est atomique ^ T (�)
	

[
�
(�; 0)

�� Frm(�) ^ � est atomique ^ :T (�)
	
:

On d�e�nit �a pr�esent un op�erateur F1 monotone:

F1(X) = f(8x �; 1)
�� Frm(�) ^ � a une variable libre x
^ 8a (�(a); 1) 2 Xg

[ f(8x �; 0)
�� Frm(�) ^ � a une variable libre x
^ 9a (�(a); 0) 2 Xg

[ f(�
���; 1) �� Frm(�) ^ Frm(�)

^ �;� sont sans variables libres

^ ((�; 0) 2 X _ (�; 0) 2 X)g
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[ f(�
���; 0) �� Frm(�) ^ Frm(�)

^ �;� sont sans variables libres

^ (�; 1) 2 X ^ (�; 1) 2 Xg

[ X [Vr :

Il est ais�e de v�eri�er que, pour toute classe X , F1(X) est bien une classe.

Soit Fa la classe suivante :

Fa =
�
(�; 0)

�� Frm(�) ^ � est atomique ^ T (�)
	

[
�
(�; 1)

�� Frm(�) ^ � est atomique ^ :T (�)
	
:

D�e�nissons �a pr�esent un op�erateur F2 monotone :

F2(X) = X n [f(8x �; 0)
�� Frm(�) ^ � a une variable libre x
^ 8a(�(a); 1) 2 Xg

[ f(8x �; 1)
�� Frm(�) ^ � a une variable libre x
^ 9a(�(a); 0) 2 Xg

[ f(�j �; 0)
�� Frm(�) ^ Frm(�)

^ �;� sont sans variables libres

^ ((�; 0) 2 X _ (�; 0) 2 Xg

[ f(�
���; 1) �� Frm(�) ^ Frm(�)

^ �;� sont sans variables libres

^ (�; 1) 2 X ^ (�; 1) 2 Xg

[ Fa ]:

Comme pour F1, on v�eri�e que pour toute classe X , F2(X) est une classe.

On d�e�nit �a pr�esent l'op�erateur monotone F = F1 Æ F2. On v�eri�e sans

trop de peine que si I est un point �xe de F , alors pour chaque �enonc�e

pr�edicatif E , on a

GB �
�
E ,

�
p
E
q; 1

�
2 I

�
:

La classe I permettrait de prouver la consistance de GB �a l'int�erieur de

GB. La classe I ne peut donc pas exister et on en conclut que GB 2
hh F a un point �xe ii. 2

Remarque. Si l'on se place dans Kelley-Morse, on voit que J! (! �etant

l'ensemble des ordinaux �nis), comme d�e�ni au d�ebut de ce chapitre,

est un point �xe de l'op�erateur F . Le probl�eme est que, dans GB, les

classes Jn o�u n est un naturel ne sont pas d�e�nissables.
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Annexe

Dans cette annexe, nous rappelons quelques d�e�nitions et propositions

connues dont la connaissance est n�ecessaire �a la compr�ehension de cet

ouvrage. En g�en�eral, nous ne donnerons pas de d�emonstrations mais nous

donnerons les r�ef�erences ou celles-ci peuvent être trouv�ees.

A.1. La théorie de Zermelo-Fraenkel (ZF)

La th�eorie de Zermelo-Fraenkel est la th�eorie usuelle des ensembles. Le

langage de cette th�eorie est (2;=) (2 �etant un symbole de relation bi-

naire repr�esentant l'appartenance entre deux ensembles, = �etant le sym-

bole d'�egalit�e). Les objets de cette th�eorie sont appel�es ensembles. Les

axiomes de cette th�eorie sont:

I Extensionnalité:

8x 8y [8z (z 2 x, z 2 y)) x = y] :

I Réunion:
8x 9y 8z [z 2 y , 9t(t 2 x ^ z 2 t)] :

I Ensemble des parties:

8x 9y 8z [z 2 y , z � x] :
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I Schéma d'axiomes de remplacement:

8x1 : : :8xk
f8x8y8y0[�(x; y; x1; : : : ; xk) ^ �(x; y

0; x1; : : : ; xk)) y = y0]
) 8t 9w 8v [v 2 w , 9 u [u 2 t ^ �(u; v; x1; : : : ; xk)]]g

pour chaque formule � dont les variables libres sont parmi x; y; x1; : : : ; xk
(� doit avoir au moins deux variables libres x et y).

I Infini:
9x (? 2 x ^ 8y (y 2 x) y [ fyg 2 x))

(? d�esignant l'ensemble vide).

I Fondement:

8x [x 6= ?) 9y (y 2 x ^ y \ x = ?)] :

�A cette th�eorie, on peut ajouter l'axiome du choix (AC) pour avoir ZFC:

AC: 8x 9f(f est une fonction de domaine x
^ (8y 2 x) (y 6= ?) f(y) 2 y));

la notion de fonction �etant d�e�nie de mani�ere habituelle.

La th�eorie ZF �a laquelle on a supprim�e l'axiome de fondement sera not�ee

ZF0.

Pour de plus amples informations concernant la th�eorie ZF ainsi que pour

les th�eor�emes classiques concernant cette th�eorie, nous nous r�ef�erons �a

l'ouvrage [22].

A.2. Les théories de Gödel-Bernays et de Kelley-
Morse

La th�eorie de G�odel-Bernays (GB), introduite par K. G�odel [19], consiste

intuitivement en la th�eorie ZF �a laquelle on a ajout�e les classes comme

objets. Le langage de GB est le même que celui de ZF: (2;=). Les objets
de la th�eorie sont appel�es hh classes ii. On d�e�nit le pr�edicat unaire V (X)

de la mani�ere suivante V (X) , 9Y X 2 Y (V (X) signi�e intuitivement
hh X est un ensemble ii). Une classe A qui n'est pas un ensemble, c'est-�a-

dire qui satisfait :V (A) est appel�ee classe propre. En g�en�eral, on note les
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classes par des lettres majuscules et les ensembles par des lettres minus-

cules. Les formules dont tous les quanti�cateurs sont restreints �a fx
��V (x)g

(c'est-�a-dire apparaissant sous l'une des formes suivantes: 8X (V (X)) �)

ou 9X (V (X) ^ �) o�u � repr�esente une formule sont appel�ees formules

pr�edicatives . Les axiomes de GB sont:

I Extensionnalité pour les classes:

8X 8Y [8z (z 2 X , z 2 Y )) X = Y ] :

I Schéma d'axiomes de compréhension pour les classes:

8A1 : : :8An 9X 8y (V (y)) (y 2 X , �(y;A1; : : : ; An))

pour chaque formule pr�edicative dont les variables libres sont parmi

y;A1; : : : ; An.

I Les axiomes de la r�eunion, de l'ensemble des parties, de l'in�ni et de

fondement (tel qu'ils sont �enonc�es pour ZF) o�u l'on restreint tous les

quanti�cateurs aux ensembles, c'est-�a-dire �a fx
��V (x)g.

I L'axiome (unique) de remplacement:

8F (F est une fonction ) 8t 9w 8v (v 2 w , 9u (u 2 t^(u; v) 2 F )):

La notion de fonction �etant d�e�nie de mani�ere habituelle, une fonction est

une classe F de couples telle que 8x 9!y (x; y) 2 F . On �ecrit y = F (x) pour
(x; y) 2 F (remarquer que les fonctions peuvent être des classes propres).

�A cette th�eorie, on peut ajouter l'axiome du choix. G�en�eralement, on

ajoute l'axiome du choix global, que l'on note ACG ou simplement AC,

qui s'�enonce comme suit:

ACG : 9F (F est une fonction ^ (8x 6= ?)F (x) 2 x):

On prouve que cet axiome est �equivalent �a l'existence d'une bijection entre

V (la classe de tous les ensembles: V = fx
�� V (x)g) et On (la classe des

ordinaux) (remarquons que ceci n'est plus vrai si l'on ne dispose pas de

l'axiome de fondement). Cette derni�ere remarque permet de voir qu'il est

possible de hh choisir ii des �el�ements dans des classes propres (�a l'aide de

ACG).
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Il est connu que tout th�eor�eme de GB (resp. GB+ACG) ne mentionnant

que des ensembles est prouvable dans ZF (resp. ZF + AC) et vice-versa.

Les th�eories ZF et GB sont donc �equiconsistantes.

Il est �egalement connu que GB est �niment axiomatisable (voir par exemple

[19]). Dans GB, on remarque qu'il est possible de repr�esenter des hh couples ii

de classes par des classes: si A et B sont deux classes, on d�e�nit

(A;B)
d�ef
= (A� f0g) [ (B � f1g);

le produit � �etant le produit cart�esien habituel (faisant intervenir la notion

habituelle de couples).

Il est �egalement possible de d�e�nir des hh fonctions ii qui envoient des

ensembles sur des classes. Dans cette optique, on appelle fonctionnelle un

couple (D;R) o�u D est une classe et R une relation (c'est-�a-dire une classe

de couples) telle que R � D �D. Si F = (D;R) est une fonctionnelle, la
classe

�
y
�� (x; y) 2 R	 sera not�ee F (x) pour chaque x 2 D; D repr�esente

donc le domaine de la fonctionnelle F et on note D = dom(F ). Remarquer
que si l'on inclut pas D dans la d�e�nition de F , on ne saurait distinguer un
ensemble x =2 dom(F ) d'un ensemble x 2 dom(F ) satisfaisant F (x) = ?.

La th�eorie de Kelley-Morse (KM) est une extension de GB. Ses axiomes

s'obtiennent �a partir de ceux de GB en �etendant le sch�ema de compr�ehen-

sion pour les classes aux formules quelconques. Contrairement �a GB, KM

n'est pas �niment axiomatisable. On montre �egalement que KM prouve la

consistance de ZF (et donc de GB) (ceci �gure entre les lignes dans [25]).

Le lecteur pourra trouver un survol des th�eories de G�odel-Bernays et de

Kelley-Morse dans [18], ch. II, x7.

A.3. La notion de ramifiabilité pour
les cardinaux de ZFC

Dans cette section, on rappelle quelques notions concernant les cardinaux

dont il est fait mention dans cet ouvrage. Le lecteur pourra trouver des

informations suppl�ementaires dans [2], ch. B3. On se place dans ZF.



Annexe 105

�Etant donn�e un cardinal �, un ensemble a est dit �-�ni ssi #a < � (#a
d�esignant le cardinal de a). Il est dit �-in�ni s'il n'est pas �-�ni.

Un cardinal � est dit fortement inaccessible ssi

(a) � est r�egulier: toute union �-�nie de cardinaux �-�nis est �-�nie. De
mani�ere pr�ecise, ceci donne:

8f 8�[(hh f est une fonction ii ^On(�) ^ � < �
^ dom(f) = � ^ (im(f)) � �))

S
im(f) < �]

(la formule On(�) signi�e hh � est un ordinal ii).

(b) (8� < �) 2� < � (2� �etant le cardinal de P�)

On remarque que ! (l'ensemble des naturels, c'est-�a-dire des ordinaux

�nis) est fortement inaccessible. On voit que si � est un cardinal fortement
inaccessible > !, (R�+1;2)

1 est un mod�ele de la th�eorie de Kelley-Morse.

Cette derni�ere th�eorie prouvant la consistance de ZF, on en d�eduit, par

le second th�eor�eme d'incompl�etude de G�odel, que l'on ne peut d�eduire

la consistance de ZFC + hh 9� fortement inaccessible > ! ii �a partir de

celle de ZFC. A fortiori, on ne peut pas non plus prouver l'existence d'un

cardinal inaccessible dans ZFC.

On va d�e�nir la notion de rami�abilit�e d'un cardinal � fortement inacces-

sible. Intuitivement, les cardinaux rami�ables sont des cardinaux hh tr�es

grands ii. Commen�cons par d�e�nir la notion d'arbre.

Définition. Un arbre est un couple (T;<T ) (ou par abus de langage T )
o�u T est un ensemble et <T une relation (c'est-�a-dire un ensemble de

couples) satisfaisant <T� T � T et telle que:

(a) <T est une relation d'ordre partiel strict sur T :

8a 2 T :(a <T a)

8a 2 T 8b 2 T 8c 2 T (a <T b ^ b <T c)) a <T c

:(a <T b ^ b <T a):

(b) T a un �el�ement minimum 2 a pour <T appel�e la racine de l'arbre

1: R�+1 �etant l'ensemble des ensembles de rang 6 �+ 1

2: C'est-�a-dire 8x 2 T a 6T x, o�u a 6T x signi�e a <T x _ a = x.
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(c) 8a 2 T l'ensemble
�
x
�� x <T a

	
est bien ordonn�e par <T .

Les �el�ements de T sont appel�es les n�uds de l'arbre. Voici quelques d�e�ni-

tions concernant les arbres:

I Une branche est un sous-ensemble bien ordonn�e de T .

I La longueur d'une branche est l'ordinal du bon ordre de la branche.

I Un successeur d'une branche B � T est un n�ud a 2 T tel que

(a) a =2 B

(b) B �
�
y
�� y <T a

	
Un n�ud a de T est dit successeur imm�ediat de la branche B si on a

l'�egalit�e dans (b).

I Un successeur (resp. successeur imm�ediat) d'un n�ud a 2 T est un

successeur (resp. successeur imm�ediat) de la branche suivante: fx
��

x 6T ag.

I Si a 2 T , le niveau de x est la longueur de la branche fx
�� x <T ag.

L'ensemble des �el�ements de niveau � (� 2 On) est appel�e le �-i�eme
niveau de T et est g�en�eralement not�e T�.

I La hauteur d'un arbre T est l'ordinal supfniv(x)
�� x 2 Tg (niv(x) est

le niveau de x).

Un arbre (S;6S) est dit binaire si

(a) Tout �el�ement de S a au plus deux successeurs imm�ediats.

(b) Toute branche dont la longueur est un ordinal limite a au plus un

successeur imm�ediat.

Définition. Un cardinal fortement inaccessible � est dit rami�able 3 ssi

tout arbre �-in�ni dont chaque niveau est �-�ni admet une branche

�-in�nie.

On remarque sans peine que dans la d�e�nition pr�ec�edente, on peut rem-

placer hh arbre �-in�ni ii par hh arbre de hauteur � ii. On remarque aussi

que ! est rami�able (lemme de K�onig).

3: Certains auteurs disent que � a la propri�et�e de l'arbre ou la hh tree property ii.
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L'existence d'un cardinal rami�able est une propri�et�e tr�es forte. On montre

que si � est un cardinal rami�able, alors � est le �-i�eme cardinal inacces-
sible (pour une preuve, voir [2], ch.B3). (Dans cet ouvrage, nous avons

utilis�e une adaptation de cette propri�et�e).

A.4. Les théories non finiment axiomatisables

Dans cette section, nous pr�esentons un th�eor�eme permettant de prouver

facilement que beaucoup de th�eories sont non �niment axiomatisables.

Nous l'avons utilis�e, au chapitre 8, pour montrer que GPK+ n'est pas

�niment axiomatisable.

Ce th�eor�eme est dû �a R. Montague [24] (l'article de R. Montague a omis

de mentionner quelques r�ef�erences importantes utilis�ees pour prouver ce

th�eor�eme. Le lecteur pourra les trouver dans le commentaire de cet article

par G. Kreisel dans Mathematical Reviews, vol. 27-1, 38 (1964)).

Le th�eor�eme de R. Montague dit, en gros, que pour qu'une th�eorie ne soit

pas �niment axiomatisable, il suÆt de pouvoir d�e�nir, �a l'int�erieur de la

th�eorie, les suites �nies d'�el�ements de la th�eorie de mani�ere satisfaisante.

Soit T une th�eorie du premier ordre. Si �(x) est une formule �a une variable

libre x (donc sans param�etres), la collection suivante de T : fx
�� �(x)g sera

appel�ee hh classe ii. L'usage de classes doit être consid�er�e comme une fa�con

de parler, pour être rigoureux il faudrait parler uniquement de formules.

De la même mani�ere, on parlera de fonctionnelle n-aire. Celles-ci corres-
pondent �a des formules �a n+1 variables libres �(x1; : : : ; xn; y) satisfaisant:

T � 8x1; : : : ; xn 9!y �(x1; : : : ; xn; y):

Dans ces conditions, on dira que �(x1; : : : ; xn; y) d�e�nit une fonctionnelle
n-aire F et on �ecrira F (x1; : : : ; xn) = y au lieu de �(x1; : : : ; xn; y).

Théorème 14.2. ([24]).
Soit T une th�eorie consistante dont le langage comprend un nombre

�ni de constantes, de symboles relationnels et fonctionnels. Supposons

que l'on puisse d�e�nir une classe I , une fonctionnelle unaire h i et une
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fonctionnelle binaire _ telles que T prouve les aÆrmations suivantes:

(a) 8u 9x 2 I hui = x

(b) (8x 2 I) (8y 2 I) (9z 2 I) z = x _ y

(c) (8x 2 I) (8y 2 I) 8u hui 6= x _ y

(d) (8x 2 I) (8y 2 I) (8z 2 I) (x _ y)_ z = x _ (y _ z)

(e) (8x 2 I) (8y 2 I) (8z 2 I) x _ y = x _ z ) y = z

(f) (8x 2 I) (8y 2 I) 8u8v x _ hui = y _ hvi ) u = v

(g) La clôture universelle des formules suivantes:

[8u�(hui)] ^ [(8x 2 I) 8u (�(x)) �(x _ hui))]) (8x 2 I)�(x)

pour chaque formule � comprenant au moins une variable libre et

ne comprenant pas d'occurences libres de la variable u.

Dans ces conditions, la th�eorie T n'est pas �niment axiomatisable.

Plus g�en�eralement, elle n'est pas axiomatisable par un ensemble de

formules dont le nombre de quanti�cateurs est born�e. Il en est de

même de toute extension (sur le même langage) de la th�eorie T .

Intuitivement, I repr�esente la classe des suites �nies (non vides), hui
repr�esente pour chaque u, la suite ayant un seul �el�ement u et x _ y
repr�esente pour x 2 I et y 2 I la concat�enation des suites x et y.

L'id�ee de la preuve est (tr�es bri�evement) la suivante: on utilise le fait que

l'on peut manier les suites �nies pour d�e�nir la v�erit�e des formules sans

quanti�cateurs. On d�e�nit ensuite pour chaque entier n (au sens de la

m�etath�eorie) un pr�edicat Trn donnant la v�erit�e des formules ayant un

nombre de quanti�cateurs 6 n. On montre ensuite que si T �etait �niment

axiomatisable, donc axiomatisable par un seul axiome, alors en d�esignant

pour n le nombre de quanti�cateurs de ce dernier axiome, on pourrait se

servir de Trn pour montrer | �a l'int�erieur de T | que T est consistante;

en contradiction avec le second th�eor�eme d'incompl�etude de G�odel.

Le th�eor�eme 14.2 s'applique �a beaucoup de th�eories connues. Il permet de

montrer, que la th�eorie ZF n'est pas �niment axiomatisable (car claire-

ment, dans ZF, on peut d�e�nir les suites �nies de mani�ere satisfaisante).

Il en est de même de l'arithm�etique de Peano (PA) ainsi que de la th�eorie

de Kelley-Morse (KM). Pour cette derni�ere, on d�e�nit une suite �nie de



Annexe 109

classes comme �etant une fonctionnelle (au sens du paragraphe 2 de cette

annexe) dont le domaine est un naturel (les symboles h i et _ sont alors

d�e�nis de mani�ere �evidente).

La th�eorie GB �etant �niment axiomatisable, le th�eor�eme 14.2 ne peut

s'appliquer. On remarque en fait que si, dans GB, on d�e�nit les suites

�nies de classes comme on l'a fait pour Kelley-Morse, on ne pourra pas

prouver le sch�ema (7) de l'�enonc�e du th�eor�eme 14.2 pour les formules non

pr�edicatives.
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AC

dans GB et KM, 103

dans ZF, 102

accumulation (point d'), 33

ACG, 103

AFA, 95

arbre, 72, 105

axiome de l'in�ni, voir in�ni

base-ouvert, 82

bien fond�e, 49

BO, 98

borne sup�erieure, 44

BPF , 20

branche, 106

Card , 72

cardinal, 47

Cauchy (fortement),

voir fortement Cauchy

CBPF, 28

CL, 29

cl, 27

classe

dans GB et KM, 102

dans GBGPK+, 69

dans GPK, 21

dans une th�eorie quelconque,

107

classe propre

dans GB et KM, 102

dans GPK, 22

clôture, 27

clôture transitive, 39

comp, 20

couple

dans GPK, 22

de classes dans GB et KM, 104

d�ecoration (d'un graphe), 95

discret, 36

dom, 24

�enonc�e, 99
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EXT, 21

ferm�e, 30, 82

�nalement constant, 80

�nalement �egal �a, 80

�ni (ordinal), 47

fonction

dans GB et KM, 103

dans GPK, 23

fonctionnelle

dans GB et KM, 104

dans GPK, 23

dans une th�eorie quelconque,

107

formule pr�edicative,

voir pr�edicative

fortement Cauchy, 79

fortement inaccessible,

voir inaccessible

GB, 102

GBGPK+, 69

G�odel-Bernays, voir GB

GPF , 20

GPK, 21

GPK+, 29

GPK+
1, 53

GPK1, 59

graphe, 95

hauteur (d'un arbre), 106

h�er�editairement isol�e, voir isol�e

HIS , 55

hyperclasse, 77, 97

hyperunivers, 13

im, 24

inaccessible, 105

INF, 53

in�ni (axiome de l'), 53

in�ni (ordinal), 47

isol�e, 33

isol�e (h�er�editairement), 55

JR, 98

�-compacit�e, 13
�-�ni, 105
�-hyperunivers,

voir hyperunivers

�-in�ni, 105
�-topologie, 13
Kelley-Morse (th�eorie de),

voir KM

KM, 104

KM�1, 59

KM, 80

KM-classe, 56

KMAC, 71

KMGPK, 75

limite (ordinal), 47

longueur (d'une branche), 106

M�, 78

monotone (fonction), 93

n-uple, 22
naturel, 65

net, 78

netfc, 79

niveau, 106

n�ud

d'un arbre, 106

d'un graphe, 95

!, 65
On, 42

On-�ni, 71

On-in�ni, 71



Index 117

op�erateur, 97

ordinal, 41

ouvert, 30, 82

PA, 66

PA2, 90

Peano (arithm�etique de),

voir PA
point d'accumulation,

voir accumulation

pr�edicative (formule), 103

produit (de classes dans GPK), 25

propre (classe), voir classe

R, 49
r�, 49
racine (d'un arbre), 72, 105

rami�able, 72, 106

rang, 50

RG, 50

segment initial (d'un ordinal), 43

sous-net, 78

successeur

dans un arbre, 106

d'un ordinal, 47

successeur imm�ediat (dans un

arbre), 106

sup�erieure (borne), voir borne

tr, 38

transitif, 38

transitive (clôture),

voir clôture

trcl, 39

VIDE, 21

X1, 96

Zermelo-Fraenkel (th�eorie de),

voir ZF

ZF, 101

ZF0, 102

f̂ , 24
f�1? , 34

A, 27
Ac, 30

f
��
�
, 46

2�, 56

#, 71, 105

��, 77

[ ]�, 77

2�, 78

�, 79

2, 79

aN , 80

A, 81

!, 95��, 99
pEq, 99
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