
ASPECTS DE

LA DUALIT�E EN MATH�EMATIQUE



D�ej�a parus

Cahier 1 �epuis�e

Intuitionnisme et th�eorie de la d�emonstration.

Cahier 2 �epuis�e

Textes de Jean Pieters.

� Origines de la d�ecouverte par Leibniz du calcul in�nit�esimal.

� Frege et le projet des Grundlagen.

� La th�eorie des types de Russell et Whitehead.

Cahier 3 �epuis�e

J.L. Moens. Forcing et s�emantique de Kripke{Joyal.

Cahier 4 �epuis�e

La th�eorie des ensembles de Quine.

Cahier 5

T.E. Forster. Quine's New Foundations.

Cahier 6

Logique et informatique.

Cahier 7

L'antifondation en logique et en th�eorie des ensembles.

Cahier 8

Ph. de Groote (ed.). The Curry{Howard Isomorphism.

Cahier 9

A. P�etry (�ed.). M�ethodes et analyse non standard.

Cahier 10

M.R. Holmes. Elementary Set Theory with a Universal Set.

Cahier 11

Chr. Michaux (ed.) De�nability in Arithmetics and Computability.



CAHIERS DU CENTRE DE LOGIQUE

12

ASPECTS DE
LA DUALITÉ EN MATHÉMATIQUE
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Préface

�a Maurice Bo�a

Ce volume reprend les quatre contributions �a la journ�ee du 17 f�evrier 2001
organis�ee �a l'Universit�e de Mons-Hainaut sur le th�eme de la dualit�e en
math�ematique, par le Groupe de Contact Histoire compar�ee des sciences

du FNRS 1.

Karine Chemla et Serge Pahaut d�ecrivent leur d�ecouverte, �a l'origine de
cette journ�ee, qu'aux sources de la dualit�e en math�ematiques, il n'y eut pas
seulement le dialogue Gergonne-Poncelet sur la dualit�e en g�eom�etrie pro-
jective mais aussi le fait que Gergonne avait �et�e explicitement frapp�e par
la constatation que si l'on permute hh angles ii et hh côt�es ii dans des �enonc�es
d'Euler sur les triangles sph�eriques, on obtenait de nouveaux th�eor�emes.

Francis Buekenhout montre comment le processus de compr�ehension de
la dualit�e s'est �elabor�e en g�eom�etrie projective au 19e si�ecle : d'abord la
correspondance point-droite chez Poncelet-Gergonne, puis une foule de
d�ecouvertes dont les coordonn�ees homog�enes, les coeÆcients de l'�equation
d'une courbe vus comme les coordonn�ees d'un point, le d�ebut de la g�eom�e-
trie alg�ebrique projective, les corps, l'alg�ebre lin�eaire et les espaces de di-
mensions sup�erieures, les fondements de la g�eom�etrie projective et le prin-
cipe de dualit�e qui devient le th�eor�eme de dualit�e, les groupes classiques
et les immeubles de Tits.

1. Pr�esident : Jean-Jacques Heirwegh (ULB) ; vice-pr�esidents: �Emile Biemont

(FNRS{ULg{UMH), Anne Tihon (UCL), Brigitte van Tiggelen (Universit�e de Regens-

burg) ; secr�etaire: jusqu'en mai 2002 : Paul van Praag (UMH), �a partir de mai 2002 :

Jean-Michel Delire (ALTA�IR{ULB).



Maurice Bo�a n'a pas pr�esent�e oralement sa contribution. Il �etait d�ej�a
immobilis�e par le cancer dont il devait mourir le 29 mai 2001. Son texte
manuscrit fut dacylographi�e par Lyane Bouchez et envoy�e aux partici-
pants. Ce fut son dernier article. Il y �etudie une dualit�e apparue dans la
premi�ere partie du 20e si�ecle (Sierpi�nski, Erd}os) entre les ensembles de
mesure nulle de nombres r�eels et les ensembles maigres (les ensembles de

premi�ere cat�egorie au sens de Baire). Il �etudie le rôle de l'hypoth�ese du
continu pour l'existence de cette dualit�e et ses cons�equences sur l'existence
d'ensembles de Lusin, la conjecture de Borel et l'existence d'ensembles de
Sierpi�nski.

Francis Borceux montre que la th�eorie des cat�egories est un cadre parti-
culi�erement ad�equat pour une approche g�en�erale de la dualit�e. Il est dif-
�cile d'imaginer un proc�ed�e plus simple que le retournement des �eches.
De plus le concept imm�ediat de cat�egorie duale est f�econd : �a priori la
recherche de la cat�egorie duale d'une cat�egorie donn�ee n'a rien d'�evident.
Apr�es avoir motiv�e la dualit�e par le cas des topos et des cat�egories ab�elien-
nes, l'auteur pr�esente les cat�egories duales de plusieurs telles cat�egories.

Tous les auteurs donnent une bibliographie comment�ee �a l'usage des non
sp�ecialistes.

Merci donc aux orateurs d'avoir accept�e de parler et d'avoir �ecrit leurs
contributions. Merci aux responsables des Cahiers du Centre de logique du
D�epartement de philosophie de l'Universit�e catholique de Louvain d'avoir

si aimablement accept�e de publier ces actes, avec le soutien du Centre
national de recherches de logique, et merci �a Daniel Dzierzgowski pour
avoir pris en charge la r�ealisation mat�erielle de ce volume.

Paul van Praag

Universit�e de Mons{Hainaut
Septembre 2002.
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Histoire ou préhistoire de la dualité
Relectures des triangles sphériques
avec et après Euler

par

K. Chemla S. Pahaut

Universit�e Denis Diderot

Paris 7

Universit�e Libre de Bruxelles

1. Introduction

Pour situer l'�emergence de la dualit�e, le consensus des historiens prend

date avec les articles que Joseph-Diez Gergonne publie dans ses Annales
de math�ematiques pures et appliqu�ees, cr�e�ees en 1810 1. Nous avons d�ej�a

eu l'occasion de sugg�erer que cette id�ee a une pr�ehistoire complexe, qui af-

eure de mani�ere tr�es lisible dans certains textes de trigonom�etrie sph�erique

du xviiie si�ecle 2.

Nous voudrions relire ici ce dossier pour en tirer des le�cons relatives �a un

point de m�ethode qui nous parâ�t pr�esenter un int�erêt pour l'histoire des

1: On mentionnera seulement ici le document synth�etique qui r�ecapitule ce parcours

�editorial : l'article de 1826, intitul�e hh Consid�erations philosophiques sur la science de

l'�etendue ii ([12]). Pour une discussion du parcours e�ectif de l'entreprise, on peut

consulter [3].

2: Dans ce premier travail [7], nous avons pu rappeler que certains �el�ements au-

jourd'hui associ�es �a la dualit�e font leur apparition dans certains travaux du Moyen

Âge arabe. Depuis la parution de cet article, divers travaux ont apport�e un �eclairage

compl�ementaire �a ce sujet. Nous renvoyons le lecteur �a deux synth�eses parues dans

Histoire des sciences arabes de Roshdi Rashed, avec la collaboration de R�egis More-

lon ([13]), r�edig�ees par Boris Abramovich Rosenfeld et Adolf Pavlovitch Youschkevitch

(article hh G�eom�etrie ii, vol. 2, p. 121{162), et par Marie-Th�er�ese Debarnot (article
hh Trigonom�etrie ii, ibid., p. 163{198).
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sciences en g�en�eral. Nous nous proposons plus pr�ecis�ement de discuter les

raisons qui permettent de dire en quoi cet �episode constitue une invitation

�a approcher l'histoire de la science selon la perspective d'une histoire du

texte.

En e�et, ce cas nous confronte �a un probl�eme relatif aux modes de lecture

qu'il convient d'appliquer aux sources disponibles. Il ne s'agit pas, loin de

l�a, du seul exemple o�u cette diÆcult�e surgit |elle a d�ej�a fait l'objet de

nombreuses discussions.

Quand ils veulent lire les �ecrits du pass�e, les historiens des sciences ne se

contentent plus de les reformuler en termes dits modernes. Ce refus est

aujourd'hui assez g�en�eral pour qu'on le prenne ici pour acquis ; et nous

nous accordons tous �a reconnâ�tre que cette Whig history peut d�etruire

les r�eseaux de concepts tapis dans l'original �a force de les recouvrir par

d'autres.

C'est sur un autre probl�eme, li�e �a la lecture des sources, qu'on propose

ici de s'attarder un instant, a�n de mieux �evaluer combien nous man-

quons d'un compte-rendu satisfaisant de ce qui se passe lorsque nous lisons

comme nous pensons devoir lire : quelles op�erations notre lecture e�ectue-

t-elle sur le texte de d�epart, et surtout, que nous apprennent les relectures

de ce texte 3?

Nul n'ignore cette loi : il ne faut pas sans de bonnes raisons reformuler des

textes anciens �a grand renfort d'id�ees venues de plus tard ou d'ailleurs ;

mais que cet imp�eratif soit d�esormais re�cu et accept�e ne nous permet pas

de bien savoir en quoi il est fond�e, moins encore comment il s'applique.

Nous voulons soumettre ici �a la critique l'id�ee qu'il est tout simplement

possible d'appliquer sans dues pr�ecautions (il faudra dire lesquelles) nos

modes de lecture des textes scienti�ques �a des sources anciennes.

Cette id�ee pose une hypoth�ese implicite : que hh les textes eux-mêmes ii, �a

l'�emergence du symbolisme moderne pr�es, n'ont pas d'histoire et qu'une

fois �etablis ils sont invariants dans le temps et dans l'espace ; qu'ils at-

tendent toujours et partout les mêmes op�erations de leurs lecteurs ; qu'en-

3: Ce probl�eme a �et�e rediscut�e nagu�ere sur base des nouveaux mat�eriaux fournis

par une relecture des Arithmetica de Diophante, instruite des le�cons de la g�eom�etrie

alg�ebrique ; pour la bibliographie de cet �episode, voir [8, 6, 1, 4]. Cette relecture a r�ev�el�e

certaines propri�et�es du texte de Diophante, �a qui on ne prête aucune connaissance de

la g�eom�etrie alg�ebrique ; la cause qui permet cet e�et de r�ev�elation reste un sujet

d'�emerveillement.
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�n les mêmes �el�ements signi�ent toujours les mêmes choses.

C'est tout cet ensemble de pr�esuppos�es, qui conduisent �a donner au docu-

ment positif une importance que les juristes et les historiens ont appris �a

discuter, qu'il nous a paru int�eressant de relire, et ce non seulement pour

ce qu'il en est d'une histoire du texte en g�en�eral, aujourd'hui bien engag�ee

dans de nombreuses disciplines, mais plus sp�ecialement pour l'histoire des

textes scienti�ques. C'est �a cette �n que nous rouvrons ici un dossier ras-

sembl�e nagu�ere : nous reprenons le �l d'une relecture des travaux de Leo-

nard Euler sur les triangles sph�eriques 4.

2. Euler écrit et récrit

En 1753, les M�emoires de l'Acad�emie des sciences de Berlin publiaient un

travail intitul�e Principes de la trigonom�etrie sph�erique tir�es de la m�ethode
des plus grands et des plus petits [10].

Euler se propose d'y d�eduire l'ensemble du corpus de la trigonom�etrie

sph�erique �a l'aide d'une m�ethode analytique au d�eveloppement de laquelle

il avait puissamment contribu�e, et qui formait le noyau d'une branche

nouvelle des math�ematiques : le calcul des variations.

Pourquoi se donner un tel objectif? Chacun savait alors comment r�esoudre

n'importe lequel des probl�emes de la trigonom�etrie sph�erique : pour un

triplet quelconque d'�el�ements pr�elev�es parmi les côt�es et les angles d'un

triangle dessin�e sur une sph�ere, on disposait de formules fournissant les

trois autres côt�es ou angles.

Une des motivations explicites d'Euler vient de la g�eod�esie : si l'on sait

travailler ainsi sur les triangles sph�eriques, il est possible d'�etendre le trai-

tement �a des triangles dessin�es sur d'autres surfaces qui ressembleraient

de plus pr�es �a la surface de la terre, probl�eme qu'il reprendra ailleurs et

que nous ne verrons pas ici.

Euler part de l'id�ee que les côt�es de ces triangles sont les plus courts

chemins qu'il soit possible de tracer sur la sph�ere entre leurs sommets.

Cette approche l'emm�ene dans des pages enti�eres de calculs.

4: Pour une discussion plus compl�ete du dossier de la trigonom�etrie sph�erique chez

Euler, cf. Karine Chemla, Euler's work in spherical trigonometry : contributions and

applications, dans l'�edition des Opera Omnia en cours chez Birkh�auser ([5]).
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Fig. 1 { Notations exploit�ees par Euler ([10], Planche 5).

Il a d�ej�a produit des douzaines de formules, au pas �egal et sans e�ort

qui le �t reconnâ�tre par ses contemporains comme l'Analyse faite chair,
lorsqu'�a l'occasion d'une �etape de r�ecapitulation, il interrompt le cours du

texte, et introduit de nouvelles notations pour le probl�eme 5 (Trouver les
propri�et�es entre les côt�es et les angles d'un triangle quelconque) 5.

Sur l'introduction de ces nouvelles notations, il ne donne ici aucune re-

marque. Il s'agit d'une innovation d�ecisive : ces notations supplanteront les

divers autres syst�emes d'�ecriture en trigonom�etrie sph�erique. Elles donnent

angles et côt�es pour sym�etriques par plus d'un biais. Côt�es et angles op-

pos�es sont d�esormais nomm�es par la même lettre, et c'est un seul ensemble

de lettres qui sert pour les d�esigner. Euler r�eserve les minuscules pour les

côt�es et nomme les angles oppos�es �a l'aide de la capitale correspondante ;

l'introduction des nouvelles conventions est aussi prosa��que que possible :

. . . les d�enominations pr�ec�edentes se r�eduiront aux pr�esentes de

cette mani�ere :

D�enominations pr�ec�edentes : a; x; s; y; �; �

D�enominations pr�esentes : c; b; a; A;B;C

Il met aussitôt ces notations au travail pour r�e�ecrire les formules d�ej�a

5: Nous revoyons �a la p. 294 de l'�edition Speiser (p. 241-242 de l'�edition 1753 ; voir le

probl�eme 2 pour le cas du triangle rectangle).



H ISTO IRE OU PR �EH ISTO IRE 13

acquises et montrer ensuite comment tout probl�eme de trigonom�etrie sph�e-

rique peut être r�esolu moyennant ces formules.

Mais lorsqu'il reprend les probl�emes, la pr�esentation prend une forme nou-

velle �a l'�echelle du texte : celui-ci est divis�e en sections qui disent chacune

comment, pour un triplet quelconque d'�el�ements (côt�es et angles) d'un

triangle dessin�e sur une sph�ere, on peut obtenir les trois autres �el�ements.

Ce n'est pas tout : �a l'int�erieur de ces sections, il ins�ere quelquefois des

calculs alg�ebriques qui transforment une formule utilisable �a cette �n en

une autre, qui e�ectue les mêmes calculs de mani�ere plus commode. C'est

ainsi que nous avons, pour prendre un exemple, une premi�ere section o�u les

trois côt�es �etant connus, l'on calcule les trois angles ; suit imm�ediatement

une section o�u les trois angles �etant connus, l'on calcule les trois côt�es, et

ainsi de suite. Or ici nous rencontrons un ph�enom�ene singulier, qui nous

ram�ene aux probl�emes discut�es dans notre introduction.

Si l'on compare la section 1 avec la section 2, puis la section 3 avec la

section 4, on voit qu'�a l'int�erieur de ces deux paires de sections les textes

se correspondent formule par formule, �etape par �etape. Plus pr�ecis�ement, si

l'on prend une formule dans une section de ces paires, et que l'on substitue,

pour ce qui est des variables qui entrent dans son �ecriture, aux lettres

majuscules des lettres minuscules et r�eciproquement, tout en inversant

certains signes (des hh + ii en hh � ii et r�eciproquement), l'on obtient la

formule correspondante de la section qui fait la paire. Corr�elativement,

pour une phrase d'une section donn�ee, l�a o�u on lit le mot hh angle ii, la

phrase correspondante dans l'autre section dit hh côt�e ii, et r�eciproquement,

sans que, pour ce qui concerne les �enonc�es, les correspondances soient

toujours strictes.

Ce ph�enom�ene se produit pour ce qui est des formules donn�ees pour calcu-

ler un �el�ement de triangle ; mais il a�ecte aussi les formules qui marquent

les �etapes des transformations qui produisent des formules plus commodes

pour le calcul. En d'autres termes, cet �echo entre les textes des sections

se manifeste pour ce qui est des formules simples aussi bien que dans les

transformations alg�ebriques 6. Et donc :

I La seconde partie du m�emoire d'Euler pr�esente une structure pr�ecise,

o�u les textes de sections se correspondent moyennant une transfor-

mation donn�ee, appliqu�ee au texte des formules comme �a celui des

�enonc�es.

6: Les exceptions ne seront pas discut�ees ici.
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I Cette structure a pu apparâ�tre grâce aux notations introduites par

Euler.

I Cette structure montre que les angles et les côt�es jouent des rôles

sym�etriques dans le corpus de la trigonom�etrie sph�erique. Pour nous,

lecteurs du xxe si�ecle, ce fait poss�ede une signi�cation math�ematique,

puisqu'il t�emoigne d'un ph�enom�ene plus g�en�eral, que nous appelons

dualit�e. Nous introduisons donc des r�esultats math�ematiques ult�erieurs

pour d�echi�rer cette structure.

I Sur cette structure, Euler n'�ecrit pas. Il se contente de nous donner �a
lire, et ponctue quelquefois son texte d'un hh comme ci-dessus ii. Dire

qu'il garde le silence, c'est invoquer une conception des textes pour

laquelle n'est dit que ce qui est explicitement �ecrit.

On peut aussi consid�erer qu'Euler a choisi ce mode d'expression. Comment

rendre compte, en pareil cas, de ce que montre le texte? L'ensemble du

M�emoire a une signi�cation qui d�eborde le sens rep�erable au niveau d'une

section isol�ee du texte. Cette signi�cation n'est pas d�eclar�ee explicitement,

et on dira corr�elativement qu'elle appelle une autre lecture. Voici encore

un point sur lequel la nature du texte pose �a l'historien de la science un

probl�eme de m�ethode.

Mais si tel est bien le cas, c'est parce qu'Euler a con�cu une mise en forme

de son texte �a laquelle il a d�evolu le rôle d'exprimer un certain type de

signi�cation.

Nous rejoignons ainsi un point de vue nouveau d'o�u il est possible de mieux

voir les relations entre ces fronts de la recherche que nous appelons histoire

de la science et histoire du texte : la mise en forme des documents constitue

un aspect d�ecisif de l'activit�e scienti�que et doit donc être d�ecrite comme

telle. En fait, ces deux horizons sont proches, et devront un jour être

abord�es conjointement : c'est parce que l'activit�e scienti�que s'accompagne

d'un travail d'�elaboration des genres de texte que nous rencontrons les

probl�emes de lecture et d'interpr�etation d�ecrits ici.

En divers temps et lieux, le travail des scienti�ques met en jeu des �el�ements

que r�etrospectivement nous avons pu consid�erer comme proches. Du point

de vue maintenant conquis, il apparâ�t que des apparences semblables

peuvent du reste recouvrir des pratiques tr�es di��erentes : le statut d'une

�gure n'est pas forc�ement chez Euclide ce qu'il est chez Euler.
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3. La mise en forme des textes

Pour �etayer la conclusion selon laquelle Euler choisit d'exprimer des signi-

�cations math�ematiques par le biais d'une forme sp�eci�que qu'il conf�ere �a

son texte, il nous faut �ecarter l'hypoth�ese l'id�ee que ce ph�enom�ene serait

fortuit. Ne serait-ce pas tout simplement par hasard, comme en passant,

qu'Euler a ici choisi cette mise en forme? Il existe plusieurs indices en

faveur de la th�ese contraire.

I Nous avons d�ej�a vu que l'introduction de notations nouvelles et les

remarques sur la similarit�e entre diverses portions du texte, qui �emaillent

le m�emoire, sugg�erent qu'Euler porte �a ce ph�enom�ene un int�erêt coh�erent.

I Ensuite, nous savons que quelques ann�ees auparavant, Euler a pr�esent�e

un travail sur les poly�edres ([9], r�edig�e sans doute �a Berlin, même si le

m�emoire devait parâ�tre �a St Petersburg). Dans la th�eorie de ces solides

d�elimit�es par des faces planes, les points-sommets et les faces peuvent faire

l'objet de traitements sym�etriques. Et nous savons aujourd'hui que cette

propri�et�e renvoie �egalement �a la dualit�e. Or, dans cet autre m�emoire, nous

retrouvons ce ph�enom�ene que des parties enti�eres se suivent et donnent

�a voir que faces et sommets ont des propri�et�es sym�etriques, elles-mêmes

�etablies par des d�emonstrations sym�etriques entre elles. Euler est l�a encore

conscient de ce fait, puisqu'il introduit r�eguli�erement un d�eveloppement

sym�etrique d'un d�eveloppement pr�ec�edent, par l'expression simili modo. . .

Ici aussi, les sym�etries propres au sujet �etudi�e n'apparaissent qu'au ni-

veau de la structure du document. Euler ne semble pas vouloir en rendre

compte math�ematiquement ; non plus qu'il ne mentionne, en aucun cas,

les ressemblances qui apparaissent entre son texte sur la trigonom�etrie

sph�erique et celui sur les poly�edres.

Nous voyons ainsi qu'Euler, confront�e dans les mêmes ann�ees �a ce que

nous reconnaissons comme une seule et même propri�et�e math�ematique,

recourt au même proc�ed�e de r�edaction : il produit un texte dont la mise

en forme manifeste la sym�etrie qui pour nous est en question, mais sans

donner de commentaire. Ce recours r�ep�et�e au même proc�ed�e de r�edaction

ne permet gu�ere �a l'historien de n�egliger la question de savoir comment

rendre compte du contenu de tels textes.

I Un troisi�eme fait sugg�ere que l'int�erêt r�ep�et�e d'Euler pour ces ph�e-

nom�enes ne rel�eve pas de la co��ncidence. Quelque 30 ans plus tard, il

reviendra �a la trigonom�etrie sph�erique dans un travail publi�e en 1782 �a
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St Petersburg ([11]). Cette fois, le traitement adopt�e a chang�e du tout

au tout, �a trois exceptions notables pr�es. Euler veut toujours donner un

compte-rendu complet des r�esultats de la trigonom�etrie sph�erique, sur base

de principes dont le nombre est r�eduit au strict minimum ; il reprend les

notations introduites en 1753; la sym�etrie li�ee �a la dualit�e est, toujours sans

commentaires, centrale pour ce qui est de la mise en forme du texte. Pour

notre bonheur, Euler commet ici une erreur qui nous permet de dire plus

pr�ecis�ement comment il produit ce genre de texte. Voici quelques d�etails

sur le parcours des calculs des paragraphes 22 et 24, dont on pr�esente

ci-dessous quelques extraits (�gure 2, page suivante). Dans sa Transfor-
matio tertia (x 22), il ajoute et retranche l'unit�e aux premier et troisi�eme

membres de

cosa � cos b cos c

cos b � cosa cos c
=

sin b cosA

sina cosB
=

sinB cosA

sinA cosB
�

Il devrait ainsi obtenir les expressions suivantes :

(cos a+ cos b) (1� cos c)

cos b � cosa cos c
=

sin(A+B)

sinA cosB

(cosa� cos b) (1 + cos c)

cos b � cosa cos c
=

sin(B �A)

sinA cosB
�

Mais il oublie �a deux reprises les d�enominateurs des premiers membres ;

il divise respectivement les termes de gauche et les termes de droite des

relations obtenues pour en �etablir une troisi�eme ; les deux d�enominateurs

manquants se compensent, et le r�esultat �nal est correct.

Le point d�ecisif pour notre discussion est ici qu'une erreur sym�etrique

apparâ�t dans la Transformatio quarta (x 24) qui suit imm�ediatement.

Ce d�eveloppement est pas �a pas sym�etrique du pr�ec�edent, au même sens

que plus haut : en appliquant aux noms des variables, dans la section

pr�ec�edente, la transformation qui consiste �a �echanger majuscules et mi-

nuscules et �a inverser le signe des cosinus, on obtient la Transformatio
quarta. C'est ainsi que l'erreur prend pour nous tout son sens : ici encore

Euler ajoute et retranche l'unit�e aux premiers et troisi�eme membres de

cosA + cosB cosC

cosB + cosA cosC
=

sinB cosa

sinA cos b
=

sin b cosa

sin a cos b
�

Il devrait ainsi obtenir les expressions suivantes :

(cosA+ cosB) (1 + cosC)

cosB + cosA cosC
=

sin(a+ b)

sin a cos b
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x 22 Transformatio tertia. Hanc transformationem etiam ex prima forma

expedire licet, combinandis his duabus formulis :

cos a� cos b cos c = sin b sin c cosA;

cos b� cos a cos c = sin a sin c cosB;

quarum illa per hanc divisa pr�bet,

cos a � cos b cos c

cos b � cos a cos c
=

sin b cosA

sin a cosB
=

sinB cosA

sinA cosB
�

Addatur utrinque unitas, �etque

(cos a+ cos b) (1� cos c) =
sin(A+B)

sinA cosB
;

substrahatur utrinque unitas, prodibit

(cos a� cos b) (1 + cos c) =
sin(B �A)

sinA cosB
�

x 24 Transformatio quarta. H�c simili modo deducitur ex his formulis :

cosA + cosB cosC = sinB sinC cos a

cosB + cosA cosC = sinA sinC cos b

quarum illa per hanc divisa pr�bet

cosA+ cosB cosC

cosB + cosA cosC
=

sinB cos a

sinA cos b
=

sin b cos a

sin a cos b
�

Unde unitatem tam addendo quam substrahendo sequentes nov� deri-

vantur �quationes :

(cosA+ cosB) (1 + cosC) =
sin(a+ b)

sin a cos b

(cosA� cosB) (1� cosC) =
sin(b� a)

sin a cos b
�

Fig. 2 { Extraits des paragraphes 22 et 24 de [11].
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(cosA� cosB) (1� cosC)

cosB + cosA cosC
=

sin(b� a)

sina cos b
�

Mais ici encore il oublie �a deux reprises les d�enominateurs des premiers

membres ; et comme il divise respectivement les termes de gauche et les

termes de droite des relations obtenues pour en �etablir une troisi�eme,

les deux d�enominateurs manquants se compensent, et le r�esultat �nal est

correct 7.

Cette paire d'erreurs ne peut s'expliquer que si l'on suppose que la d�emons-

tration du paragraphe 24 a �et�e produite par traduction de celle du para-

graphe 22, moyennant la r�egle de r�e�ecriture qui �echange majuscules et

minuscules et inverse le signe des cosinus. Ceci revient �a dire qu'Euler a

utilis�e les notations introduites, si commodes pour lire les sym�etries ren-

contr�ees, pour traduire certaines sections du texte et obtenir ainsi d'autres

sections.

C'est par le biais de ce travail sur le texte même des formules qu'il a donn�e

cette structure �a son m�emoire. Nous pouvons d�es maintenant tirer de ce

fait plusieurs conclusions :

I Euler a une certaine conscience de la structure de son texte ;

I il choisit de recourir �a cette mise en forme du texte, et donne des

sym�etries �a lire ;

I on voit ici clairement comment il l'a produite : des op�erations math�e-

matiques concourent �a la fabrication du texte ;

I ce texte est en�n, comme tel, le support de certaines op�erations math�e-

matiques, et il est mis en forme �a cette �n.

4. Une histoire qui se développe dans la
structure des textes

Certains �el�ements de structuration du texte manifestent donc un savoir

math�ematique et r�esultent d'une activit�e math�ematique. Ceci devrait suf-

�re pour donner la preuve que les historiens, s'ils veulent rendre compte

du contenu, ont �a discuter ce qui est donn�e �a lire du point de vue gagn�e

ici.

7: On retiendra que dans son �edition de ce texte pour le volume XXVI des Opera

omnia de Birkh�auser, Andreas Speiser a r�edig�e deux notes sym�etriques pour corriger

les deux erreurs.
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La description n'en est pas imm�ediate ; elle aussi requiert une �elaboration

soigneuse. Mais si nous devons prendre en consid�eration de telles questions,

ce n'est pas seulement parce que Euler hh voulait ii donner �a son texte une

signi�cation hh tacite ii. Nous avons aussi �a notre disposition d'autres textes

sur la trigonom�etrie, �ecrits par des math�ematiciens qui ont lu les travaux

d'Euler, que leur lecture soit contemporaine ou l�eg�erement post�erieure ;

d'autres crit�eres d'appr�eciation entrent donc en jeu pour notre discussion.

La forme donn�ee par Euler �a son texte a �et�e lue comme telle par des

math�ematiciens. Ils ont reproduit ses notations, ou ont propos�e des no-

tations nouvelles, qui pr�esentent toutefois les mêmes propri�et�es en ce qui

concerne la dualit�e. On observe aussi qu'ils ont compos�e des textes dot�es

de formes semblables.

Un genre litt�eraire se stabilise donc pour une communaut�e de lecteurs,

et il jouira d'une certaine long�evit�e. La forme du texte elle-même a fait

l'objet de reprises et d'am�eliorations quant �a sa fonction de pr�esentation

de sym�etries qui a�ectent certains domaines des math�ematiques, comme

la trigonom�etrie sph�erique. Des produits de l'�ecriture math�ematique aussi

l'on peut dire habent sua fata libelli. Ici, le processus d�ebouche sur un �etat
stable d�es le d�ebut du xixe si�ecle : dans les Annales de math�ematiques
pures et appliqu�ees, o�u Gergonne, �editeur, porte une attention sp�eciale

�a cette classe de ph�enom�enes math�ematiques. Il tente de dire dans son

article de 1826 (p. 211) pourquoi des r�esultats dont il pressent la nouveaut�e

appellent une mise en page convenable :

Voil�a ce qui nous d�etermine �a faire de cette sorte de g�eom�etrie en
parties doubles, s'il est permis de s'exprimer ainsi, le sujet d'un

�ecrit sp�ecial dans lequel, apr�es avoir rendu manifeste le fait philo-

sophique dont il s'agit, dans l'expos�e même des premi�eres notions,

nous nous en appuyerons, soit pour d�emontrer quelque th�eor�emes

nouveaux, soit pour donner de quelques th�eor�emes d�ej�a connus

des d�emonstrations nouvelles, qui les rendent �a l'avenir tout �a fait

ind�ependants des relations m�etriques desquelles on a �et�e jusqu'ici

dans l'usage de les d�eduire.

Dans ce but, il publie une s�erie d'articles consacr�es �a des domaines math�e-

matiques o�u �gurent de telles sym�etries ; et il construit pour traiter ces

derni�eres une mise en page particuli�ere, en deux colonnes, o�u les formules

aussi bien que les �enonc�es se correspondent moyennant une r�egle de tra-

duction syst�ematique (voir �gure 3, page suivante). Il r�ecrit ensuite des

r�esultats obtenus dans certains domaines math�ematiques, pour les adapter
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1. Deux points, distincts l'un de l'autre,

donn�es dans l'espace, d�eterminent une

droite ind�e�nie qui, lorsque ces deux

points sont d�esign�es par A et B, peut

être elle-même d�esign�ee par AB.

1. Deux plans, non parall�eles, donn�es

dans l'espace, d�eterminent une droite

ind�e�nie qui, lorsque ces deux plans

sont d�esign�es par A et B, peut être elle-

même d�esign�ee par AB.

2. Trois points donn�es dans l'espace,

ne se confondant pas deux �a deux et

n'appartenant pas �a une même ligne

droite, d�eterminent un plan ind�e�ni

qui, lorsque ces trois points sont res-

pectivement d�esign�es par A, B, C, peut

être lui-même d�esign�e par ABC.

2. Trois plans, non parall�eles deux �a

deux dans l'espace, et ne passant pas

par une même ligne droite, d�eterminent

un point qui, lorsque ces trois plans sont

respectivement d�esign�es par A, B, C,

peut être lui-même d�esign�e par ABC.

Fig. 3 { Notions pr�eliminaires de la g�eom�etrie en parties doubles

de Gergonne (1826, p. 212).

�a cette pr�esentation.

Ce n'est pas tout : une rubrique sp�eciale des Annales, intitul�ee Questions
pos�ees, pr�esente aux lecteurs des travaux pratiques, qui ont eux aussi re�cu
une formulation double, mise en page de la même mani�ere (voir Figure 4,

page suivante). Gergonne incite ainsi ses lecteurs �a travailler chaque ques-

tion en relation avec la question sym�etrique et moyennant cette mise en

forme. Cette pr�esentation structure aujourd'hui encore le texte de nom-

breuses publications.

Le fait que divers domaines des math�ematiques pouvaient recevoir ce type

de mise en forme sugg�era l'id�ee que l'on avait a�aire �a un ph�enom�ene

math�ematique sp�eci�que ; cette hypoth�ese fut explor�ee par le biais de

textes qui recouraient �a cette mise en forme ; et c'est ainsi que commen�ca

l'�etude de la dualit�e comme propri�et�e de l'espace 8. Le type de connais-

sance qu'expriment ces formes de texte a donc lui aussi son histoire. Nous

pouvons �a pr�esent r�ecapituler ce qu'il est permis de conclure de ce dossier :

I Pour traiter certains ph�enom�enes (en math�ematiques, et plus g�en�e-

ralement dans les textes �ecrits), des mises en page du texte peuvent

être �elabor�ees, qui permettent aux auteurs et aux lecteurs de mettre

en lumi�ere ces ph�enom�enes, de les donner �a voir et d'y travailler. Une

composition du document est donc d�elib�er�ement choisie en vue d'une

recherche donn�ee.

8: Pour quelques r�eexions sur ce point, voir ([2] et [3]).
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Th�eor�emes de g�eom�etrie

Deux quadrilat�eres quelconques �etant

donn�es, il existe un angle t�etra�edre au-

quel ces deux quadrilat�eres sont l'un et

l'autre inscriptibles.

Deux angles t�etra�edres quelconques

�etant donn�es, il existe un quadrilat�ere

auquel ces deux angles t�etra�edres sont

l'un et l'autre circonscriptibles.

Probl�emes de g�eom�etrie

On a construit sur les deux faces d'un

angle di�edre deux triangles tels que les

points que d�eterminent leurs côt�es cor-

respondants sont tous trois sur l'arête

de l'angle di�edre, et cons�equemment en

ligne droite, d'o�u il r�esulte que, quelle

que soit l'ouverture de l'angle di�edre,

toujours les droites que d�etermineront

les sommets correspondants des deux

triangles passeront par un même point.

On suppose que l'on fait varier cette ou-

verture, et on demande quelle ligne ce

point d�ecrira dans l'espace?

Deux angles tri�edres sont tels que les

plans que d�eterminent leurs arêtes cor-

respondantes passent tous trois par

la droite que d�eterminent leurs som-

mets, et se coupent cons�equemment sui-

vant une même droite ; d'o�u il r�esulte

que, quelle que soit la distance de

leurs sommets, toujours les droites que

d�etermineront les faces correspondantes

des deux angles tri�edres seront dans un

même plan. On suppose que l'on fait

varier cette distance, et on demande �a

quelle surface ce plan sera constamment

tangent?

Fig. 4 { Questions propos�ees par Gergonne aux lecteurs de ses
Annales (1826, p. 232).

I Ces signi�cations sont lues, re�cues et retravaill�ees sous cette forme.

Dans notre cas, une histoire enti�ere se d�eveloppe dans la structure

du texte. Corr�elativement, nous avons pu suivre une �evolution dans

la mise en forme du texte aussi bien que dans ce qu'il est suppos�e

traiter, puisque le contenu �evolue du même pas. C'est un fait qu'en

ce qui concerne la dualit�e, apr�es un premier temps o�u elle est trait�ee

moyennant la seule mise en page du texte, elle devient l'objet d'un

traitement discursif explicite, th�ematis�e pour le dire avec Cavaill�es.

Ceci sugg�ere une certaine communication entre deux modalit�es du

contenu : celui qui se cherche dans les parcours o�erts au regard sur le

texte et celui qui s'exprime dans le discours des �enonc�es.

I En revanche, si l'on ne lit pas les signi�cations que v�ehiculent ces

formes particuli�eres de texte, et si l'on n'adopte pas une conception

critique de ce qu'est un texte, il sera diÆcile de discuter ce type de

contenu et l'�evolution ult�erieure des id�ees ainsi manifest�ees. Fixer le

d�ebut d'une histoire de la dualit�e �a son premier traitement discursif

explicite, ce serait retomber dans une erreur dont l'histoire des sciences

a donn�e plus d'un exemple.
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5. Conclusions

Les directions de recherche ouvertes ici convergent avec d'autres, d�ej�a ba-

lis�ees par de nombreux chercheurs, qui s'accordent �a dire tout le pro�t que

l'on peut esp�erer d'une collaboration entre histoire des sciences et histoire

du texte.

Les textes ne sont pas des formes transparentes et libres ottant au-

dessus de l'histoire, qui ne feraient que nous transmettre des signi�ca-

tions dont nous devrions �ecrire la chronique. Les textes scienti�ques ont

bel et bien pris des formes diverses dans l'espace et dans le temps, pro-

duits comme ils le sont au travers d'une interaction avec les conditions lo-

cales de production des textes de toutes sortes : proc�ed�es de d�enomination,

formes litt�eraires, techniques graphiques et typographiques disponibles...

Ces textes ont donc une histoire internationale, qui les inscrit dans la

culture humaine, peupl�ee de lecteurs et d'auteurs venus de partout.

On esp�ere avoir montr�e ici comment la mise au point de la description de

ces diverses formes de textes permettra de fournir des ressources m�etho-

dologiques adapt�ees �a leur lecture, puisqu'il est impossible de les lire sans

la m�ediation d'une discussion sur la m�ethode de lecture. Les r�esultats en-

grang�es par une histoire du texte seraient tout pro�t pour l'histoire des

sciences : ils nous donneraient une meilleure connaissance des contextes

locaux de production et de mise au point des textes scienti�ques. Nous

disposerions ainsi d'un environnement sur fond duquel nous pourrions re-

lire nos sources.

Mais outre une meilleure mâ�trise de ce contexte textuel de la production

des �ecrits scienti�ques, une histoire du texte permettrait aussi de prêter

une attention renouvel�ee aux divers moyens par lesquels un texte se donne

�a lire. Il est vrai que l'objectif qui consisterait �a d�eterminer avec une certi-

tude positive le contenu d'un document s'av�ere d�esormais, �a la lumi�ere des

probl�emes d�ecrits ici, relever de l'illusion ; or, il est diÆcile de ne pas rester

captif de cet horizon partiel l�a o�u un domaine de l'histoire des pratiques

intellectuelles comme l'histoire des sciences est consid�er�e comme visant

une histoire des seuls r�esultats. Nous avons montr�e ici des textes auxquels

il est diÆcile d'assigner un contenu, et ce n'�etait pas faute d'int�erêt pour

les enjeux pressentis. En particulier, nous voyons qu'une opposition entre

forme et contenu, qui sous-tend de nombreux modes de lecture, laisserait

�echapper d'innombrables aspects du contenu, même s'il n'est pas commode

de sp�eci�er ce qui nous �echappe. Ceci sugg�ere d'ajouter une plage nouvelle
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d'enjeux, et d'appeler de nos v�ux le d�eveloppement concert�e d'une his-

toire des lectures et des r�eceptions des textes scienti�ques, histoire que

l'on peut �etablir en examinant, l�a o�u c'est possible, les commentaires et

les r�eactions qui r�epondent �a un texte donn�e. Les lectures des lecteurs

nous apprennent quelque chose sur un texte, qu'elles rel�event ou non de la

même tradition textuelle. Au reste, une description du texte qui prendrait

en compte des structures du type de celles que nous avons pu d�ecrire ci-

dessus serait d'un grand secours lorsqu'il s'agirait de caract�eriser les divers

modes de lecture. Cette enquête suppl�ementaire, qui prolonge la quête des

r�esultats assignables �a un texte �ecrit, nous inscrirait comme lecteurs parmi

les acteurs que nous observons.

Par ailleurs, l'histoire des textes scienti�ques peut devenir un objet de

travail pour l'histoire des sciences comme telle. On sait que les scienti�ques

confectionnent leurs textes en même temps que leurs concepts et leurs

r�esultats. Ce travail constitue une partie int�egrante de leur activit�e.

Cette relation peut être assez intime pour que nous soyons invit�es �a re-

connâ�tre des concepts et des r�esultats en cours de constitution moyennant

l'av�enement d'une nouvelle forme de texte, comme nous venons de le voir

dans le cas de la dualit�e chez Euler. Et si les textes ne faisaient pas l'objet

d'un travail sp�eci�que de mise en forme, verrait-on leurs formes varier, et

leur lecture appellerait-elle une discussion des outils et des m�ethodes?

Comment les scienti�ques s'y prennent-ils pour ce travail de confection

du texte? L'�etude de la production des textes devrait nous donner des

mat�eriaux qui nous permettraient de tenter de mieux comprendre com-

ment des auteurs ont mis �a contribution les ressources culturelles, et

plus sp�eci�quement textuelles, qu'ils avaient �a leur disposition pour tra-

vailler 9. Nous pourrions alors mieux comprendre comment les scienti�ques

construisent les outils symboliques �a l'aide desquels ils e�ectuent leurs tra-

vaux et communiquent leurs r�esultats, qui en dernier ressort seront des

textes. Par tous ces biais, il est d�esormais possible de rejoindre un point

de vue d'o�u il sera d�esormais plus facile de voir comment une histoire du

texte scienti�que trouvera un jour sa place �a l'int�erieur du vaste domaine

des �etudes d'histoire du texte.

9: Quand il introduit la pr�esentation en deux colonnes, Gergonne renvoie explicite-

ment �a la comptabilit�e ; une technique textuelle disponible est donc import�ee et mise

au travail �a des �ns de recherche math�ematique. Sans doute ne s'agit-il pas ici d'une

importation de structure aussi forte qu'entre la comptabilit�e et les vecteurs de Cayley-

Sylvester ; on pourrait parler de bricolage.
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La dualité en géométrie projective

par

Fr. Buekenhout

Universit�e libre de Bruxelles

1. Introduction

1.1. Je remercie Paul Van Praag qui a eu l'id�ee d'une belle journ�ee sur
diverses facettes de la dualit�e et qui m'a pouss�e dans un expos�e exaltant
autour d'une grande partie de mon temps de professeur et de chercheur
durant 40 ans.

1.2. L'id�ee de dualit�e est e�ectivement pr�esente dans une grande partie
des math�ematiques. Elle pourrait �gurer dans une nouvelle mouture du
Fascicule de r�esultats de th�eorie des ensembles de Bourbaki.

1.3. En ce qui concerne la dualit�e en g�eom�etrie projective, mon expos�e
en esquisse tout au plus l'histoire. J'ai de nombreuses questions et je serai
heureux de b�en�e�cier d'aides diverses. Le sujet requiert notamment une
histoire de la g�eom�etrie projective. C'est immense. Je tente de couvrir
une p�eriode invraisemblable dans le temps. La p�eriode que je connais le
mieux est le xxe si�ecle. La p�eriode qui domine l'expos�e est le xixe si�ecle.
L'âge d'or de la dualit�e projective couvre ces deux si�ecles. Ce propos peut
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surprendre les tenants d'un st�er�eotype ayant la vie dure et selon lequel
la g�eom�etrie projective serait morte au d�ebut du xxe si�ecle. Je me base
sur ma m�emoire d'une foule de lectures et de r�eexions. �A mon sens,
l'histoire n'est pas une reconstitution du pass�e mais une construction. Une
construction qui part des documents de tous ordres, qui doit y revenir et
qui doit se soumettre �a la coh�erence.

1.4. Gauche-droite et haut-bas

Au d�ebut de 2001(voir [8]), j'ai fait, pour la premi�ere fois en ce qui me
concerne, un rapprochement entre la chiralit�e et la dualit�e. J'ai tendance �a
voir la dualit�e en termes de haut-bas. La structure projective est bas�ee sur
une hi�erarchie, un ordre partiel concernant les points, puis les droites, puis
les plans, etc. et la dualit�e consiste �a observer qu'en renversant le haut et le
bas, en d�ecidant que les premiers seront les derniers, la structure demeure
la même: le dual d'un espace projectif lui est isomorphe.

Pour que cette aÆrmation soit vraie, il convient de prendre une s�erie de
pr�ecautions. Je serais le premier �a expliquer que c'est faux. Mais l'id�ee
est bien l�a. Une explication commune partielle aux deux dualit�es est la
pr�esence d'un groupe d'automorphismes et d'un sous-groupe (d'o�u le haut
et le bas). Il est possible de creuser davantage. Dans les deux cas, un
rôle majeur est jou�e par les involutions, les �el�ements d'ordre deux, qu'on
appelle les polarit�es en dualit�e projective. Un rôle tout aussi majeur est
forc�ement jou�e par le centralisateur d'une polarit�e. Ceci d�ebouche sur les
groupes classiques : groupes orthogonaux, symplectiques, unitaires.

Mais redescendons sur terre.

1.5. Le point majeur : bousculer Euclide

Dans un plan projectif convenable, le point et la droite ont au fond les
mêmes propri�et�es. Voil�a une conclusion d'une audace extraordinaire �a la-
quelle sont arriv�es les g�eom�etres du d�ebut du xixe si�ecle, surtout Gergonne
et Poncelet en 1825. Il a fallu bousculer ce monument d'entre les monu-
ments que sont les El�ements d'Euclide, de deux fa�cons au moins. D'abord,
il a fallu rompre peu �a peu avec l'id�ee mill�enaire d'un plan et d'un espace
uniques. Ceci m�eriterait une analyse serr�ee de textes durant la p�eriode
couverte par le travail de Chemla-Pahaut [11] soit 1753{1826 environ. Un
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des moteurs de la n�ecessit�e des points �a l'in�ni fut, j'en suis convaincu, le
th�eor�eme de B�ezout (1730{1783) sur les courbes alg�ebriques qui est lui-
même une sorte d'axiome de la g�eom�etrie alg�ebrique, une propri�et�e dont
on ne peut et ne veut pas se passer. Il �emerge vers 1770, une date on ne
peut plus vague pour un sujet mouvement�e. Sa d�emonstration n'est pas
mâ�tris�ee avant 1874 avec Halphen (1844{1889). Une g�eom�etrie projective

plane se constitue donc et s'impose avec le Trait�e des propri�et�es projectives
des �gures de Poncelet en 1822. Il faudra longtemps encore pour que le
concept de plan projectif soit clairement et consciemment achev�e. Sur un
plan structurel, ind�ependant de coordonn�ees, il faut attendre les ann�ees
1890. Le processus atteint sa compl�ete maturit�e dans le trait�e de Veblen
et Young en 1910.

Il faut donc une tr�es longue gen�ese pour disposer d'un ingr�edient de base
du principe de dualit�e : le concept de plan projectif. Au passage, s'est
�evacu�ee une diÆcult�e majeure : la continuit�e. On a d�ecouvert que le fonc-
tionnement de la g�eom�etrie projective n'exige pas la continuit�e. Dans notre
langage alg�ebrique, on est pass�e du corps des r�eels �a un corps quelconque.
Ceci est bien dig�er�e par Veblen et Young dans [30]. Le terme de corps n'est
pas utilis�e mais le concept est clairement d�e�ni. Ce fait est inconnu dans
l'histoire de l'alg�ebre et de la notion de corps, du moins �a ma connais-
sance. Ensuite, il a fallu contredire les axiomes d'Euclide selon lesquels le
point est ce qui n'a pas de parties alors qu'une droite est implicitement
un ensemble de points. Comment un point seul d'une part et un ensemble
in�ni d'autre part pourraient-ils avoir les mêmes propri�et�es?

1.6. La relation avec l'algèbre : la sesquilinéarité

Mon sujet est ins�eparable de l'alg�ebre et ceci �a toutes les �epoques.

Il convient de rappeler qu'un espace projectif peut se d�eriver d'un es-
pace vectoriel sur un corps (non n�ecessairement commutatif). Il convient
de rappeler qu'il y a une th�eorie de la dualit�e dans un espace vectoriel,
que tout espace vectoriel poss�ede un espace dual, que la dimension peut
être in�nie et qu'alors cette dimension n'est pas invariante par dualit�e. Il
convient de rappeler que le corps de base poss�ede lui-même un corps dual,
souvent mais pas toujours isomorphe au premier. Il convient de rappeler
qu'un corps peut poss�eder des anti-automorphismes, qu'un espace vecto-
riel peut s'�equiper d'une forme sesquilin�eaire. Il convient de rappeler les
anti-automorphismes involutifs et les formes sesquilin�eaires r�eexives.
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Tout ce qui pr�ec�ede est ce que j'appelle la sesquilin�earit�e. On ne peut
pas �etudier la dualit�e projective en ignorant ce concept. Tel que nous le
connaissons il est arriv�e �a maturit�e dans un travail publi�e en 1936 par
G. Birkho� (1911{) et von Neumann (1903{1957) [5] et consacr�e �a la
logique de la m�ecanique quantique. Cela peut surprendre. J'ai dit qu'on
ne peut pas �eviter la sesquilin�earit�e. Elle n'�etait cependant pas accomplie

au d�ebut et notre esquisse historique peut redescendre sur terre une fois de
plus. J'aurais dû dire aussi que les espaces projectifs sont ins�eparables des
espaces vectoriels et de la lin�earit�e. La r�eciproque devrait être respect�ee
mais elle est loin de l'être.

1.7. Influence sur la logique.

Je cite J. J. Gray [16].

In one of the few major papers in our subject ([21]), Ernest Na-
gel explored what he believed to be the connection between mo-
dern geometry and the rise of modern logic. It was his thesis that
projective geometry, with its striking duality between points and
lines in the plane, made it diÆcult for the more critically aware
mathematicians to leave geometry resting on an intuitive base.
Nagel argued that the example of geometry was vitally important
in moving mathematicians away from believing that their subject
rested on a careful mode of abstraction, and towards believing
that what made mathematics work was its mode of reasoning. In

short, that projective geometry pushed Pasch, Peano, and Hilbert
towards abstract axiomatics, which, when Nagel was writing, was
the language of the mathematical gospel.

2. Germes de dualité en géométrie élémentaire

2.1. Tous les polygones exhibent de fa�con criante et je crois explicite
une dualit�e sommet-côt�e qui remonte �a la pr�ehistoire. Cette dualit�e va et
vient. Dans la scolarit�e, elle se d�etruit souvent, on y revient, elle se d�etruit.
Il faut se souvenir qu'un point et une droite sont des êtres qu'il est diÆcile
de mettre sur un pied d'�egalit�e.

2.2. Chez Apollonius, nous rencontrons �evidemment la relation point-
tangente du cercle et plus g�en�eralement, des coniques. On rencontre la
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polaire d'un point. Et le conjugu�e harmonique qui repr�esente pour nous
la notion de polarit�e sur une droite projective.

2.3. Dans le livre XIV des El�ements d'Euclide, un ajout post�erieur,
nous d�ecouvrons l'octa�edre inscrit dans un cube.

2.4. Kepler (1619) �etudie les poly�edres r�eguliers et distingue des poly�e-

dres mâles et femelles.

2.5. La fameuse formule d'Euler est un magni�que exemple implicite
de dualit�e point-plan.

2.6. L'espace euclidien vu par Poncelet est, dans notre langage, un es-
pace aÆn r�eel muni �a l'in�ni d'une polarit�e sans points absolus. Le plan
�a l'in�ni de l'espace euclidien est aussi le plan elliptique de la g�eom�etrie
non euclidienne qui sera reconnu comme tel fort bri�evement par Riemann
(1853) puis Klein. La sph�ere de la trigonom�etrie sph�erique est un revête-
ment double du plan elliptique.

3. Gergonne et Poncelet : le principe de dualité

3.1. La mont�ee de la dualit�e au travers de la trigonom�etrie sph�erique
est brillamment et minutieusement analys�ee par Chemla et Pahaut, dans

leur expos�e de ce jour et dans des articles publi�es en 1988 et 1989. Je
dois beaucoup �a ces travaux pour comprendre la d�emarche de Gergonne.
Il convient de citer �egalement Geymonat [15].

3.2. Gergonne (1771{1859) s'est longuement convaincu du principe de
dualit�e compris par l'interchangeabilit�e des mots hh point ii et hh droite ii

dans divers �enonc�es en prouvant de mani�ere explicite et côte �a côte une
foule d'�enonc�es. De nos jours, une d�e�nition axiomatique de plan projectif
conduit �a un �enonc�e imm�ediat du principe de dualit�e ou plutôt d'un
th�eor�eme de dualit�e. Pourquoi ce terme de hh principe ii qui semble res-
sortir plutôt �a la physique et pas plutôt le terme de hh th�eor�eme ii? Parce
que, la structure �a laquelle s'applique la dualit�e n'�etait pas d�egag�ee. Il ne
me semble pas douteux que la dualit�e a aid�e la structure �a se d�egager.
Pour en revenir �a Gergonne, il ne pouvait pas d�emontrer le principe de
dualit�e parce qu'il n'avait pas la d�e�nition d'un plan projectif.

3.3. De nos jours, on d�e�nit les plans projectifs par des axiomes simples.
Cela remonte aux ann�ees 1890-1910. On peut d�es lors d�e�nir le plan dual
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de tout plan projectif. Toute propri�et�e du premier poss�ede une duale dans
le plan dual. Ce sont deux expressions l�eg�erement di��erentes du principe
de dualit�e. Attention : le dual d'un plan projectif n'est pas forc�ement iso-
morphe �a celui-ci. Donc, dans un plan, une propri�et�e peut être vraie sans
que sa duale le soit. Sa duale est vraie dans le plan dual.

3.4. Autre remarque : les axiomes traditionnels de plans projectifs
�ecartent souvent et �a tort, le plus petit d'entre eux qui est le triangle
comme par hasard. Ce rapprochement et son importance sont dûs �a Tits
(1930{) en 1962 dans la fondation de la th�eorie des immeubles. Voir [22].
Soit dit en passant, la th�eorie des immeubles est un des prolongements na-
turels de la g�eom�etrie projective et la dualit�e s'y retrouve profond�ement.
Permettez-moi d'insister par une citation de Shreeram S. Abhyankar [1] :

. . . even a great man like Zariski can be wrong once. I was referring
to the assertion which he made to me at the end of his projective
geometry course that projective geometry was a beautiful but dead
subject and that it was not worth doing research in it. As I have
just pointed out projective geometry had a robust rebirth around
1960.

La nouvelle robustesse de la g�eom�etrie projective vers 1960 n'est rien
d'autre que la th�eorie des immeubles de Tits.

3.5. En 1806, Brianchon (1785{1864) d�ecouvre le th�eor�eme sur les hexa-

gones circonscrits �a une conique : c'est le dual du th�eor�eme de Pascal. Je
n'ai pas vu son travail. Il me parâ�t essentiel. Comment lui est venue l'id�ee?
Quel �etait l'�etat de la dualit�e dans les cours suivis par cet �etudiant?

3.6. Poncelet (1788{1867) a d�evelopp�e la th�eorie des pôles et polaires
par rapport �a une conique dans son trait�e de 1822. Dans notre langage,
il a explor�e une polarit�e, un anti-automorphisme d'ordre deux du plan
projectif r�eel-complexe. Il a montr�e que ce plan est self-dual. La querelle
l'ayant oppos�e �a Gergonne sur le fait de savoir quel est le bon point de vue :
le principe de dualit�e ou l'existence d'une dualit�e par les pôles et polaires
doit �a mon sens se conclure en disant que chaque adversaire a raison et
qu'ils apportent des �el�ements compl�ementaires. La th�eorie des pôles et
polaires a elle-même une histoire �elabor�ee qui d�ebute chez Apollonius et
qui m�eriterait une �etude serr�ee. Les polarit�es ont une importance centrale
dans la th�eorie des immeubles. Ce n'est pas un sujet anodin.
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4. Plücker : les coordonnées homogènes

4.1. Une avanc�ee majeure. J'oublie M�obius et son calcul barycentrique
de 1826. Pl�ucker (1801{1868) d�ecouvre (1829) qu'en coordonn�ees homo-
g�enes, une droite (du plan) poss�ede une �equation de la forme

AX +BY + CZ = 0:

La droite poss�ede donc visiblement des coordonn�ees (A;B;C) qui jouent le
même rôle que les coordonn�ees (X;Y;Z) d'un point. La dualit�e �a la mani�ere
de Gergonne ou de Poncelet, s'�eclaire. La bilin�earit�e �eclate. Pl�ucker s'ex-
prime comme suit (cit�e d'apr�es Coolidge [12] et traduit ici de l'allemand).

Ce n'est qu'�a la �n août 1829 . . . que j'ai eu l'id�ee de consid�erer les
constantes dans l'�equation d'une ligne droite comme coordonn�ees
de cette ligne et de ce fait, de d�eterminer une courbe par une
�equation en ces coordonn�ees.

4.2. Il n'y a pas encore d'espace vectoriel R3, du moins de mani�ere
explicite, mais son projectif P (R3) est bien l�a. Pass�e sous silence dans
l'histoire de l'alg�ebre lin�eaire, me semble-t-il. Et dans l'histoire. La version
bilin�eaire du produit scalaire est pr�esente dans l'histoire avant le produit
scalaire lui-même. Stup�e�ant.

5. Plücker : les courbes algébriques

5.1. Pl�ucker exploite sa d�ecouverte. Toute courbe alg�ebrique apparâ�t
commeun ensemble de points mais aussi comme un ensemble de tangentes.
Ainsi, la courbe poss�ede une courbe duale. Il faut des ann�ees pour en
saisir les secrets. Il d�ecouvre que la duale d'une cubique (elliptique du
plan complexe) est une sextique poss�edant 9 points de rebroussement. Le
dual d'un point de rebroussement est un point d'inexion.

5.2. Dans la foul�ee, si j'ose dire, il obtient les fameuses formules de
Pl�ucker. En 10 ans environ, Pl�ucker (et d'autres, il est vrai, dont Poncelet)
mettent la g�eom�etrie alg�ebrique sur une piste bouleversante. Grâce aux
coordonn�ees homog�enes, �a la dualit�e, �a la formule d'Euler concernant les
polynômes homog�enes et grâce au th�eor�eme de B�ezout. Consid�erons une
courbe alg�ebrique plane de degr�e m, de classe m�, ayant d points doubles,
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r points de rebroussement, r� points d'inexion et d� bitangentes. Alors,

m� = m(m � 1) � 2d� 3r
m = m�(m�

� 1)� 2d� � 3r�

r� = 3m(m � 2)� 6d� 8r
r = 3m�(m�

� 2) � 6d� � 8r�:

6. Grassmann et Plücker : grassmanniennes,
coordonnées de Plücker, quadrique de Klein

6.1. La g�eom�etrie de dimension trois. Elle n'est jamais oubli�ee par les
pionniers. C'est un des h�eritages les plus �evidents du grand Monge (1746{
1818). Dans ce cas, la dualit�e porte sur les points et les plans. La duale
d'une droite est une droite. Trente ans apr�es ses fabuleux exploits, Pl�ucker
pense bien naturellement �a des coordonn�ees de droites dans l'espace �a trois
dimensions. Il y parvient. La droite de cet espace devient un point d'un
espace de dimension cinq. Son �uvre est achev�ee par son tr�es jeune as-
sistant F�elix Klein qui publie le livre de Pl�ucker et qui ach�eve le travail
avec sa d�ecouverte de la quadrique de Klein dans l'espace projectif de di-
mension cinq. On est en 1866. Un travail plus g�en�eral a �et�e d�evelopp�e par
Grassmann pour les sous-espaces de dimension donn�ee d'un espace vecto-
riel quelconque. Ce travail n'est pas connu par Pl�ucker et par Klein. Nous
sommes en pr�esence des vari�et�es grassmanniennes qui importent encore en
g�eom�etrie alg�ebrique et en g�eom�etrie d'incidence.

6.2. La quadrique de Klein occupe encore une grande importance de nos
jours pour l'explication d'isomorphismes de groupes classiques et dans une
foule de questions concernant les espaces polaires.

6.3. Les coordonn�ees homog�enes, les ancêtres des espaces vectoriels de
dimension trois, ouvrent les portes de dimensions plus �elev�ees, d'espaces
vectoriels quelconques. Le pas sera franchi peu �a peu. Grassmann (1844
puis 1862) d�eveloppe son alg�ebre lin�eaire. C'est une histoire qui s'�ecarte
de mon sujet et qui est aujourd'hui mieux connue que celle de la dualit�e
projective.
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7. Jordan, Lie, Dickson : les groupes classiques

7.1. Algèbre, théorie des groupes, géométrie

Je reprends un th�eme que j'ai d�ej�a trait�e dans mon histoire des espaces
polaires, [7]. La dualit�e projective est proche des groupes ou plutôt des
groupes classiques. D'abord vient un corps commutatif ou un corps qui
peut être restreint de diverses mani�eres. Ensuite vient un espace vecto-
riel ou projectif sur le corps de base. Puis, une forme quadratique, bi-
lin�eaire, hermitienne, etc. Je r�esume ces donn�ees en disant qu'elles consti-
tuent l'alg�ebre. Il en �emerge deux tendances. En th�eorie des groupes on
d�e�nit et on �etudie un groupe �a partir de l'alg�ebre et on ne s'occupe pas
du reste. On obtient les groupes orthogonaux, symplectiques et unitaires.
En g�eom�etrie d'incidence, on d�e�nit et �etudie des polarit�es et des espaces
polaires. On ne s'occupe pas du reste. En r�ealit�e, l'alg�ebre, la th�eorie des
groupes et la g�eom�etrie sont �etroitement li�es et les liens demeurent ous
pour la plupart.

7.2. La dualité projective dans les groupes finis selon
Jordan [19]

Apr�es les grands pionniers de la th�eorie des groupes (de substitutions) que
sont RuÆni, Lagrange, Galois, Cauchy et Cayley le premier �a compren-
dre le tout, �a transf�erer les id�ees en g�eom�etrie euclidienne et �a �elaborer
une th�eorie coh�erente fut Jordan [19]. Son livre de 690 pages demeure
une source respect�ee. Il construit les groupes classiques sur un corps �ni
d'ordre premier dans le droit �l de Galois. Il d�ecrit et �etudie successive-
ment sous des noms qui importent peu ici, le groupe lin�eaire, les divers
groupes orthogonaux et le groupe symplectique. �A ma connaissance, c'est
la premi�ere apparition explicite du groupe symplectique tous corps confon-
dus. Il poss�ede la r�eduction des formes quadratiques. Il sait de mani�ere
implicite qu'il n'y a pas de conique projective �nie vide. Il n'a pas encore
les groupes unitaires. Observons au passage que de nombreux coll�egues
sont convaincus du fait que les groupes classiques sont apparus d'abord
sur les r�eels-complexes.
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7.3. Dickson [13]

Apr�es Jordan, la grande synth�ese suivante est due �a Dickson. Il obtient
les groupes classiques sur tout corps de Galois. Il obtient la simplicit�e
d'un sous-groupe normal convenable. Il obtient les isomorphismes entre
groupes classiques. Plus tard, les groupes classiques qui sont les groupes
de la dualit�e furent d�evelopp�es de mani�ere plus g�en�erale sur un corps
quelconque par van der Waerden, puis Dieudonn�e [14]. C'est une apog�ee.
Les coordonn�ees tendent �a disparâ�tre au pro�t de la structure et de la
simplicit�e. La g�eom�etrie projective est enti�erement e�ac�ee. �A un moment,
le mot quadrique �echappe �a l'attention de Dieudonn�e.

7.4. Algèbres

Les groupes et la g�eom�etrie sont li�es �a un autre type de structure �a sa-
voir les alg�ebres. Il convient de songer �a la grande th�eorie alg�ebrique des
alg�ebres de Lie d�evelopp�ee par Chevalley en 1955. La dualit�e n'est jamais
loin, cette fois dans des contextes qui cessent d'être strictement projectifs.

7.5. Groupes de Lie

Un sujet li�e �a notre article est la th�eorie des groupes de Lie dont l'�emergence
est superbement reconstitu�ee et cont�ee par Hawkins [18].

8. Avènement des espaces projectifs

J'ai bri�evement analys�e ce sujet dans [6]. Il ne s'agit pas de la g�eom�etrie
projective mais bien des espaces projectifs qui �emergent durant la p�eriode
1890{1910 et dont la maturation s'est poursuivie au xxe si�ecle. Parmi
les pionniers il convient de citer G. Peano, M. Pieri, F. Enriques, E.H.
Moore, F. Schur, A.N. Whitehead et O. Veblen. Pour les remarquables
d�eveloppements du xxe si�ecle un rapport complet et g�en�eral sur les fon-
dements de la g�eom�etrie projective est [2] qui comporte de nombreuses
r�ef�erences et coups d'�ils sur l'histoire. Ce livre marque un tournant.
Baer commence comme suit :

Dans ce livre nous comptons �etablir l'essentielle identit�e structu-
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relle de la g�eom�etrie projective et de l'alg�ebre lin�eaire. Bien en-
tendu, il a �et�e r�ealis�e depuis longtemps que ces deux disciplines
sont identiques.

La g�eom�etrie projective se conforme �a l'id�ee de sym�etrie optimale du fait
que des droites parall�eles ne peuvent plus se distinguer de droites s�ecantes.
Ceci requiert avant tout d'ajouter des points �a l'in�ni �a l'espace ou au plan
euclidien et la longue r�esistance historique �a ces points est toujours vivace.
C'est ensuite que la diÆcult�e suivante, un seuil �epist�emologique comme on
dit �a pr�esent, peut être surmont�ee : il s'agit d'homog�en�eiser le nouvel es-
pace, selon une expression de Paul Libois, �a savoir de ne plus faire de
di��erence entre les points anciens et les points �a l'in�ni et qu'ils sont tous
des points d'un être nouveau : l'espace projectif. Si ce pas est accompli,
une plus grande sym�etrie est accomplie, non seulement de mani�ere for-
melle mais en profondeur. Le groupe des automorphismes s'agrandit de
mani�ere consid�erable et le groupe euclidien en est un sous-groupe. Il n'y
a pas de doute que cet �etat est enti�erement achev�e et conscient dans le
fameux trait�e de Veblen et Young [30]. Cet �etat avait �et�e bien compris d�ej�a
durant la p�eriode pr�ec�edente sp�ecialement apr�es l'optimisation des fonde-
ments de la g�eom�etrie par Hilbert en 1899. L'incidence (ou connexion)
avait �et�e isol�ee d'autres structures comme celle des segments (l'int�eralit�e)
et la congruence. Il �etait possible de progresser encore. En particulier, il
convenait de se lib�erer par rapport �a la dimension ce qui s'amorce timi-
dement chez Veblen-Young. Ce processus serait achev�e avec Birkho� dans
les ann�ees 1930 (voir [4]). Bien entendu, il avait chemin�e aussi en alg�ebre
lin�eaire sous l'inuence de l'analyse fonctionnelle.

9. Le principe de trialité : Study 1913

Je me borne �a signaler ce superbe sujet pour m�emoire. Le cadre n'est plus
un espace projectif mais bien une hyperquadrique non d�eg�en�er�ee d'un
espace projectif de dimension 7 contenant deux familles de sous-espaces
projectifs de dimension 3. Les trialit�es ont �et�e class�ees par Tits dans [24].
Elles conduisent �a des groupes nouveaux et des objets nouveaux qui sont
des hexagones g�en�eralis�es. Ceux-ci jouent un rôle essentiel dans la nais-
sance de la th�eorie des immeubles. La trialit�e poss�ede un lien profond avec
les octonions dont l'histoire est �evoqu�ee de mani�ere magistrale par Baez
dans [3].
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10. Les espaces polaires

J'ai d�evelopp�e ce sujet dans [7]. Rappelons que toute conique (convenable)
et toute quadrique (convenable) d�eterminent une polarit�e. Toute polarit�e
d�etermine un espace polaire. La th�eorie des espaces polaires est un des
chapitres longs et diÆciles de la th�eorie des immeubles de type sph�erique
de Tits. Voir �a ce sujet, [28]. Un point de vue profond et r�ecent sur les
immeubles se trouve dans [29]. La pr�ehistoire des immeubles est relat�ee
dans [9].
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[30] O. Veblen and J.W. Young. Projective Geometry, volume I. Blaisdell,
New York, 1910. Vol. II, 1917.
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Boulevard du Triomphe
1050 Bruxelles
Belgique
e-mail : fbueken@ulb.ac.be



Cahiers du Centre de logique
Volume 12
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1. Au cours de ses recherches en analyse math�ematique, Cantor a �et�e
amen�e �a prolonger la suite des nombres naturels 0; 1; 2; : : : au-del�a du
�ni, en cr�eant d'une part les (nombres) ordinaux 0; 1; 2; : : :; !; ! + 1; ! +

2; : : : permettant d'�enum�erer (les �el�ements d')un ensemble quelconque

(alors que les nombres naturels ne permettent d'�enum�erer que les en-
sembles �nis ou d�enombrables) et d'autre part les (nombres) cardinaux
0; 1; 2; : : : ;@0;@1;@2; : : : ;@�; : : : (o�u � parcourt les ordinaux) permettant
de d�e�nir la puissance (c'est-�a-dire le nombre d'�el�ements) d'un ensemble
quelconque (alors que les nombres naturels ne le permettent que pour les
ensembles �nis).

Une d�e�nition pr�ecise des ordinaux et des cardinaux ne peut se faire que
dans le cadre d'une th�eorie axiomatique des ensembles, par exemple ZFC
(la th�eorie de Zermelo-Fraenkel avec l'axiome du choix).

Cantor a essay�e en vain de d�eterminer la puissance du continu (c'est-�a-
dire celle de l'ensemble R des nombres r�eels), en privil�egiant l'hypoth�ese
du continu selon laquelle cette puissance serait @1.

On sait aujourd'hui (suite aux travaux de G�odel et de Cohen) qu'on peut
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sans danger (de contradiction) adjoindre �a ZFC l'une quelconque des hy-
poth�eses selon lesquelles la puissance du continu serait @1;@2; : : : ;@2000; : : : ;
@!+1; : : : et on connâ�t même les valeurs (@0;@! et d'autres) qui doivent
être exclues.

On comprend donc pourquoi la valeur de la puissance du continu ne joue
pas un rôle fondamental en analyse math�ematique, o�u l'on n'utilise que
ZFC.

Cependant, nous allons voir que cette valeur joue un rôle dans l'�etude com-
parative des notions de mesure (Borel, Lebesgue) et de cat�egorie (Baire).

2. En 1934, Sierpi�nski [4] montrait que sous l'hypoth�ese du continu il
existe une dualit�e entre les ensembles (de r�eels) de mesure nulle (que nous
appellerons ensembles nuls) et ceux de 1�ere cat�egorie (que nous appelle-
rons ensembles maigres) : de toute proposition (de caract�ere ensembliste)
portant sur la notion d'ensembles nuls [resp. maigres], on peut d�eduire la
proposition duale obtenue en rempla�cant cette notion par celle d'ensembles
maigres [resp. nuls].

En 1943, Erd}os [2] am�eliorait ce r�esultat en montrant (toujours sous l'hy-
poth�ese du continu) que de toute proposition (de caract�ere ensembliste)
portant �a la fois sur les notions d'ensembles nuls et d'ensembles maigres,
on peut d�eduire la proposition duale obtenue en �echangeant ces deux no-
tions.

Cette dualit�e nuls-maigres de Sierpi�nski-Erd}os se d�emontre sous la forme
plus pr�ecise suivante : sous l'hypoth�ese du continu, il existe une involution
de R (c'est-�a-dire une permutation de R qui co��ncide avec son inverse) qui
�echange les ensembles nuls et les ensembles maigres.

La preuve consiste d'abord �a diviser Ren deux morceaux compl�ementaires
N et M de sorte que N soit nul etM soit maigre, puis (grâce �a l'hypoth�ese
du continu) �a partitionner N [resp. M ] en @1 ensembles maigres [resp.
nuls] de puissance @1 de telle sorte que les ensembles maigres [resp. nuls]
co��ncident avec les ensembles de r�eels qui ne coupent qu'un ensemble au
plus d�enombrable de classes de cette partition de N [resp. M ], et en�n �a
choisir une involution de R qui �echange les classes de la partition de N
avec celles de la partition de M .

On trouvera tous les d�etails techniques de cette preuve dans l'ouvrage
classique de Oxtoby [3], dont les chapitres 19 et suivants sont consacr�es �a
la dualit�e nuls-maigres.
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3. �A titre d'exemple, consid�erons la proposition suivante �etablie par Lu-
sin (en 1914) : sous l'hypoth�ese du continu, tout ensemble (de r�eels) non
maigre contient un ensemble in�ni non d�enombrable dont la trace sur
chaque ensemble maigre est au plus d�enombrable (un tel ensemble s'ap-
pelle aujourd'hui un ensemble de Lusin).

Cette proposition est importante, car elle montre que l'hypoth�ese du conti-
nu r�efute la conjecture de Borel selon laquelle tout ensemble fortement
nul est au plus d�enombrable, puisqu'on peut montrer que tout ensemble
de Lusin est fortement nul [un ensemble est fortement nul si on peut le
recouvrir par une in�nit�e d�enombrable d'intervalles dont les longueurs sont
born�ees par des nombres (> 0) arbitrairement petits, alors qu'un ensemble
est nul si on exige seulement que la somme de ces longueurs est born�ee
par un nombre (> 0) arbitrairement petit].

Par la dualit�e nuls-maigres, la proposition de Lusin nous donne imm�e-
diatement la suivante (�etablie pour la premi�ere fois par Sierpi�nski en
1924) : sous l'hypoth�ese du continu, tout ensemble non nul contient un
ensemble in�ni non d�enombrable dont la trace sur chaque ensemble nul
est au plus d�enombrable (un tel ensemble s'appelle aujourd'hui un en-
semble de Sierpi�nski).

La notion d'ensemble fortement nul n'�etant pas d�e�nie en termes pure-
ment ensemblistes �a partir de celle d'ensemble nul (puisqu'on fait appel
�a la notion m�etrique de longueur d'intervalle), la dualit�e nuls-maigres ne
conduit pas �a une notion d'ensemble fortement maigre qui serait la duale
de celle d'ensemble fortement nul. Il est cependant possible de d�e�nir une
notion d'ensemble fortement maigre, telle que tout ensemble de Sierpi�nski
soit fortement maigre, et donnant lieu �a une conjecture guilleduale de Bo-
rel selon laquelle tout ensemble fortement maigre est au plus d�enombrable.
Tout cela est d�etaill�e dans le chapitre 8 de [1], o�u il est �egalement montr�e
que la conjecture de Borel et sa hh duale ii sont compatibles avec l'hypoth�ese
que la puissance du continu est > @1.

4. La question de savoir si la dualit�e nuls-maigres de Sierpi�nski-Erd}os
n�ecessite l'hypoth�ese du continu n'a pu être r�esolue qu'apr�es l'introduc-
tion de la technique du forcing par Cohen en 1963. La r�eponse est qu'on
peut construire une grande vari�et�e de mod�eles de ZFC niant l'hypoth�ese du
continu et dans lesquels cette dualit�e est tantôt conserv�ee, tantôt r�efut�ee.
La raison profonde de ce r�esultat est que sans l'hypoth�ese du continu, les
notions d'ensembles nuls et d'ensembles maigres ne se comportent plus
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de mani�ere sym�etrique. Dans les derni�eres d�ecennies du xxe si�ecle, cette
asym�etrie a fait l'objet de nombreuses recherches, d�ecrites en d�etail dans
un important ouvrage (de plus de 500 pages) de Bartoszy�nski et Judah
[1].

A�n d'avoir un aper�cu de cette asym�etrie, consid�erons les cardinaux sui-
vants :

add(N ) = le plus petit cardinal � pour lequel
il existe � ensembles nuls dont
la r�eunion est un ensemble non nul,

cof(N ) = le plus petit cardinal � pour lequel
il existe � ensembles nuls tels que
chaque ensemble nul soit inclus dans
au moins l'un de ceux-ci,

o�u N d�esigne l'ensemble des ensembles nuls; add(N ) est l'additivit�e de N
et cof(N ) est la co�nalit�e de N ; on d�e�nit de même l'additivit�e add(M )
et la co�nalit�e cof(M ) de l'ensemble M des ensembles maigres.

Il est clair que �
@1 6 add(N ) 6 cof(N ) 6 c;

@1 6 add(M ) 6 cof(M ) 6 c;

o�u c d�esigne la puissance du continu.

L'asym�etrie nuls-maigres dans ZFC provient du fait qu'on peut y d�emontrer
que

@1 6 add(N ) 6 add(M ) 6 cof(M ) 6 cof(N ) 6 c

(voir le chapitre 2 de [1]), mais que ce sont les seules in�egalit�es liant ces six
cardinaux qui y soient d�emontrables (voir le chapitre 7 de [1]). En�n, l'hy-
poth�ese add(N ) = cof(N ) (qui est plus faible que l'hypoth�ese du continu)
suÆt pour �etablir la dualit�e de Sierpi�nski-Erd}os (voir [1], p. 38), ce qui
explique pourquoi cette dualit�e est compatible avec l'hypoth�ese c > @1.
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La popularit�e de la th�eorie des ensembles, tout au long du vingti�eme si�ecle,
inuence fortement la mani�ere dont, aujourd'hui, nous abordons l'�etude
de certains probl�emes math�ematiques.

Il est parfaitement naturel, pour traiter un probl�eme, de le situer dans un
contexte formel ad�equat, d'utiliser la structure math�ematique la mieux
adapt�ee. Cette structure math�ematique est le plus souvent d�ecrite par un
ensemble sur lequel agissent certaines lois de composition |par exemple,
un groupe| ou un ensemble sur lequel sont d�e�nies certaines relations
|par exemple, un ensemble ordonn�e| ou encore un ensemble muni d'un
choix de parties |par exemple, un espace topologique| ou un ensemble
muni d'une m�etrique, etc., etc., avec toutes les combinaisons possibles de
ces �el�ements de structure et tous les axiomes les plus divers que l'on choisit
d'imposer �a ces structures.

Tout naturellement, on consid�ere entre ces ensembles munis d'une struc-
ture �x�ee les applications ensemblistes qui respectent la structure en cause.
Ce sont les morphismes de la th�eorie : les homomorphismes de groupes,
les applications lin�eaires entre espaces vectoriels, les applications conti-
nues entre espaces topologiques, etc. Cela nous fournit imm�ediatement la
cat�egorie associ�ee �a une structure math�ematique S �x�ee :
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I les objets de la cat�egorie sont les ensembles munis de la structure S ;

I entre deux objets de la cat�egorie on dispose de �eches qui sont les
morphismes de la th�eorie S, c'est-�a-dire les applications du premier
objet vers le second qui respectent la structure S.

Cet exemple des ensembles munis d'une structure S soutient on ne peut
mieux l'intuition sous-jacente �a la notion abstraite de hh cat�egorie ii.

Une categorie C est la donn�ee d'�el�ements de deux types di��erents :

I des objets, not�es A, B, C, . . . ;

I d'un objet A vers un objet B, des �eches not�ees f :A qqq
qqq
qqq
qq
qqq
qqq
q

qqqqqqqqq
qqqqqqqqq B ;

ainsi que d'une loi de composition

I deux �eches f et g situ�ees hh bout �a bout ii sont composables,

comme dans le triangle ci-dessous :

B

�
�
�
�
�
�

qqqqqqqqqqqqqqqqqq qqqqqqq
qqqqqq
qqq
qq

f

@
@
@
@
@
@qq

qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq

qqqqqqqqqqqqqqqqqq

g

A p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p pqqq
qqq

qqq
qqq
qq
qqq
q

qqqqqqq
qqq
qqqqqqqq

g Æ f
C

Ces donn�ees sont astreintes �a satisfaire deux axiomes :

I la loi de composition est associative ;

I pour tout objet B, il existe une �eche 1B:B qqq
q
qqq

qqq
qq
qqq

q
qq

qqq
qqqqq

qqqqqqq
qqq B qui est un

�el�ement neutre pour la loi de composition.

Par exemple

I les objets sont les ensembles et les �eches sont les applications ;

I les objets sont les groupes et les �eches sont les homomorphismes de
groupes ;
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I les objets sont les espaces topologiques et les �eches sont les applica-
tions continues ;

I les objets sont les espaces de Banach r�eels et les �eches sont les appli-
cations lin�eaires continues ;

I etc, etc.

Notons d'embl�ee que même si cet exemple nous a servi de �l conducteur,
une cat�egorie n'a aucune raison d'être construite en termes d'ensembles
munis d'une certaine structure. Voici par exemple une cat�egorie fort na-
turelle :

I les objets sont les nombres entiers positifs 1, 2, 3, . . . ;

I une �eche de n vers m est une matrice �a m lignes et n colonnes, �a
coeÆcients dans un anneau unitaire R ;

I la loi de composition est la multiplication matricielle.

Que l'on s'int�eresse ou pas �a la th�eorie des cat�egories, quand on a ex-
hib�e une structure math�ematique S, on s'int�eresse tout naturellement aux
propri�et�es des homomorphismes respectant cette structure. Par exemple,
dans la th�eorie des espaces de Banach r�eels, on s'int�eresse au th�eor�eme de
Hahn-Banach :

�Etant donn�e un sous-espace de Banach B0 � B, toute forme

lin�eaire continue d�e�nie sur B0 s'�etend en une forme lin�eaire conti-

nue d�e�nie sur B.
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p
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R

Voil�a un exemple de propri�et�e qui s'exprime enti�erement en termes d'ob-
jets et de �eches de la cat�egorie des espaces de Banach, sans plus aucune
r�ef�erence au fait que les objets sont des ensembles munis d'une certaine
structure. Voil�a donc une propri�et�e qui peut s'exprimer pour un objet R
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quelconque d'une cat�egorie quelconque, propri�et�e qui peut être valide ou
pas, qui peut être prise comme axiome ou pas. (Nous reviendrons plus loin
sur la notion de hh sous-espace ii dans une cat�egorie quelconque.)

Ce type de consid�eration a conduit divers auteurs �a proposer la notion de
cat�egorie comme notion primitive sur laquelle baser le d�eveloppement des
math�ematiques.

Reprenons notre exemple. Un espace de Banach, c'est un ensemble muni
d'une certaine structure. Mais qu'est-ce qu'un ensemble? Cela ne se d�e�nit
pas ! C'est une notion primitive dont nous exigeons qu'elle satisfasse un
certain nombre d'axiomes : les axiomes de la th�eorie des ensembles sur
laquelle nous jetons notre d�evolu. Et cet objet primitif est un espace de
Banach lorsqu'il est muni de diverses op�erations et autres structures, que
nous ne d�e�nissons pas davantage, mais dont nous pr�ecisons qu'elles sa-
tisfont certains autres axiomes.

Formellement, il est tout aussi raisonnable de choisir comme notions pri-
mitives celles d'objet et de �eche, auxquelles nous imposons de satisfaire
les axiomes de cat�egorie. Et puis nous pouvons imposer �a notre cat�egorie
de satisfaire un certain nombre d'axiomes suppl�ementaires |par exemple
l'existence d'un objet R satisfaisant l'axiome de Hahn-Banach. Et bien
sûr, même si la chose n'a jamais �et�e pouss�ee jusque l�a, nous pouvons tr�es
bien imaginer d�e�nir un espace de Banach comme �etant un objet d'une
cat�egorie satisfaisant une liste ad hoc d'axiomes : des axiomes caract�erisant
pr�ecis�ement la cat�egorie des espaces de Banach.

En fait, cette approche cat�egorique des math�ematiques ne vise pas prin-
cipalement �a caract�eriser par des axiomes cat�egoriques la cat�egorie des
mod�eles d'une structure math�ematique S pr�ecise, telle que d�e�nie ensem-
blistement. Elle vise au contraire �a d�egager les axiomes cat�egoriques qui
permettent de d�evelopper certaines th�eories : la th�eorie des suites exactes,
la th�eorie des groupes d'homotopie, etc. En g�en�eral plusieurs structures
math�ematiques ensemblistes di��erentes permettent ce type de d�eveloppe-
ment et l'approche cat�egorique vise �a uni�er ces approches dans un même
contexte cat�egorique. L'exemple c�el�ebre des cat�egories mod�eles-ferm�ees
pour d�evelopper les th�eories de l'homotopie a d'ailleurs valu �a son auteur,
Quillen, d'obtenir la m�edaille Fields.

Je vais d�evelopper cette id�ee d'approche cat�egorique des structures ma-
th�ematiques dans deux cas particuliers c�el�ebres : les topos, qui mod�elisent
exactement les th�eories des ensembles intuitionistes, et les cat�egories ab�e-
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liennes, qui mod�elisent les contextes o�u d�evelopper une th�eorie eÆcace
des suites exactes, donc des th�eories d'homologie et de cohomologie. Et
bien entendu j'accorderai une attention toute particuli�ere aux probl�emes
de dualit�e, qui trouvent ici un contexte naturel o�u d�evelopper toute leur
puissance.

En e�et, si je pense un hh mod�ele d'une structure math�ematique S ii non
plus comme un hh ensemble muni de structures additionelles, satisfaisant
certains axiomes ii mais plutôt comme un hh objet d'une cat�egorie sa-
tisfaisant certains axiomes additionnels ii, il r�esulte aussitôt que toute
structure math�ematique admet une structure duale. Et plusieurs de ces
exemples de dualit�e cat�egorique sont de v�eritables monuments de l'his-
toire des math�ematiques.

L'observation triviale de d�epart est que toute cat�egorie C poss�ede une
cat�egorie duale C�.
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La cat�egorie C� duale de C est obtenue comme suit :

I C� a les mêmes objets que C ;

I pour toute �eche f :A qqq
qqq
qqq
qqq

qqq
qqq

qqqq
qqqq
qqq

qqqqqqq B dans C, on se donne une �eche f�:B qqq
qqq

qqq
qqq
qqq

qqq

qqqq
qqqqqqq

qqqq
qqq A

dans C� ;

I la loi de composition de C� est d�e�nie par f� Æ g� = (g Æ f)�.
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Le fait que C� soit encore une cat�egorie est tout simplement trivial.

Et bien sûr on en d�eduit aussitôt un principe de dualit�e :

Si l'�enonc�e P est un th�eor�eme dans toute cat�egorie,

Alors l'�enonc�e P�; obtenu en renversant le sens de toutes les �eches

et l'ordre de tous les compos�es, est aussi un th�eor�eme dans toute

cat�egorie.

En e�et, d�emontrer P� dans une cat�egorie C quelconque revient �a �etablir
P dans la cat�egorie C�, ce qui est vrai par hypoth�ese.

Illustrons cela par un exemple banal.

Une �eche f d'une cat�egorie est un monomorphisme lorsque

8X 8u;v X
u

q
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qqq
qqq
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qqqqqqqqqqqqqq
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qqq
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qqqqqq
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qqqqqqqq

v
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f
q
qqq
qqq
qqq
qqq
qqq
qq

qqqqqqqqq
qqqqq

qqqq B; f Æ u = f Æ v ) u = v:

Il est facile de v�eri�er que dans la cat�egorie des ensembles et applica-
tions, les monomorphismes sont exactement les injections. De même dans
les cat�egories des groupes, des anneaux, des espaces topologiques, des es-
paces de Banach et dans beaucoup d'autres, les monomorphismes sont
les morphismes injectifs. On utilise g�en�eralement la notation qqq
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qq

qqqq
qqqqqqqqqq

qqqq
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qqqqqqqqqq

qqqq pour
d�esigner un monomorphisme.

La notion duale est celle d'�epimorphisme, obtenue en renversant le sens
de toutes les �eches.

Une �eche f d'une cat�egorie est un �epimorphisme lorsque

8X 8u;v X
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B; u Æ f = v Æ f ) u = v:

Il est facile de v�eri�er que dans la cat�egorie des ensembles et applications,
les �epimorphismes sont les surjections. Les �epimorphismes de groupes sont
�egalement les homomorphismes surjectifs, mais c'est loin d'être banal
�a prouver. Les �epimorphismes dans la cat�egorie des anneaux unitaires
commutatifs ne sont plus surjectifs : il est ais�e de voir que l'inclusion
Z qqq
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qqqqqq Q des entiers dans les rationnels est un �epimorphisme. Par ailleurs
les �epimorphismes d'espaces de Banach sont les applications lin�eaires conti-
nues denses : f :A qqq
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qqqqqqq B avec f(A) = B. On utilise g�en�eralement la nota-
tion qqq
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Citons un th�eor�eme trivial �a propos des monomorphismes :

Si un compos�e g Æ f est un monomorphisme,

Alors f est un monomorphisme.

En e�et on a aussitôt :

f Æu = f Æ v ) g Æ (f Æu) = g Æ (f Æ v)) (g Æ f) Æu = (g Æ f) Æ v ) u = v:

Par dualit�e, le th�eor�eme suivant est donc �egalement vrai dans toute cat�egorie :

Si un compos�e f Æ g est un �epimorphisme,

Alors f est un �epimorphisme.

Il va de soi que l'on appr�ecie davantage le principe de dualit�e dans le cas
d'une d�emonstration de plusieurs pages.

Pour conclure ces exemples introductifs, observons que certaines notions
sont leur propre duale. Par exemple la notion |on ne peut plus clas-
sique| d'isomorphisme.

Une �eche f :A qq
qqq

qqq
qqq

qqq
qq
qq

qqqqqqqqq
qqqqqqqqq B est un isomorphisme lorsqu'il existe une

�eche f�1:B qq
qqq
qqq

qqq
qqq

qq
qq

qqqqqqqqq
qqqqqqqqq A telle que f Æ f�1 = 1B et f�1 Æ f = 1A.

La notion duale est celle d'une �eche f :B qqq
qqq
qqq
qqq
qqq
qqq

qqqqqqqq
qqqqqqqqq

q
A telle qu'il existe une

�eche f�1:A qqq
qqq
qqq
qqq
qqq
qqq

qqqqqqqq
qqqqqqqqqq B avec les propri�et�es f�1 Æ f = 1B et f Æ f�1 = 1A.

C'est bien la notion d'isomorphisme.

Le principe de dualit�e cat�egorique est tellement banal, sa d�emonstration
est tellement triviale, que l'on peut se demander si quoi que ce soit de
profond pourra jamais en r�esulter. Pour vous convaincre que hh oui ii, je

voudrais d�evelopper maintenant les deux exemples d�ej�a cit�es : les topos et
les cat�egories ab�eliennes.

Prenons tout d'abord une cat�egorie E et essayons d'y exprimer, en termes
cat�egoriques, certains axiomes de la th�eorie des ensembles. C'est-�a-dire
imaginons un moment que E est la cat�egorie des ensembles et des appli-
cations et essayons de trouver, en termes d'objets et de �eches de E , des
formulations �equivalentes �a certains axiomes classiques de la th�eorie des
ensembles.
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Premier axiome : l'existence d'un ensemble hh singleton ii.

Traduction catégorique :

Il existe un objet 1 2 E
tel que pour tout objet X 2 E

il existe une unique �eche X qqq
qqq
qqq
qqq
qqq
qqq

qqqqqqqqqqqq
qqqqqq 1.

Dans la cat�egorie des ensembles, les singletons sont en e�et les seuls
et uniques ensembles �a poss�eder cette propri�et�e : cette propri�et�e les ca-
ract�erise. C'est trivial. Un objet 1 poss�edant la propri�et�e ci-dessus s'ap-
pelle un objet �nal.

Quelle est la notion duale?

Il existe un objet 0 2 E
tel que pour tout objet X 2 E

il existe une unique �eche X qqqqqqqqqqq
qqqq
qqq

qqq
qqq
qqq
qqq
qqq
qqq

0.

Dans la cat�egorie des ensembles, cette propri�et�e caract�erise l'ensemble
vide. Un objet 0 poss�edant la propri�et�e ci-dessus s'appelle un objet initial.

Il n'est pas bien diÆcile d'observer la forme de l'objet �nal 1 et de l'objet
initial 0 dans diverses cat�egories usuelles :

I dans la cat�egorie des ensembles ou dans la cat�egorie des espaces topo-
logiques 1 = f�g et 0 = ? ;

I dans la cat�egorie des groupes, des groupes ab�eliens, des modules sur
un anneau, des espaces de Banach, 1 = (0) = 0 ;

I dans la cat�egorie des anneaux unitaires, 1 = (0) et 0 =Z.

Deuxième axiome : l'existence de produits cart�esiens.

Traduction catégorique :

�Etant donn�e deux objets A et B de E

il existe un objet P 2 E et deux �eches pA, pB comme ci-dessous

tels que pour tout autre objet Q 2 E muni de deux �eches qA, qB
comme ci-dessous
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il existe une unique �eche q telle que pA Æ q = qA et pB Æ q = qB.
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Dans le cas des ensembles, il suÆt en e�et de d�e�nir

P = f(a;b) j a 2 A; b 2 Bg

avec pA, pB les deux projections usuelles. La �eche q en cause n'est autre
que l'application q(x) =

�
qA(x);qB(x)

�
, avec x 2 Q. Il est facile d'obser-

ver que la propri�et�e cat�egorique ci-dessus, dans le cas de la cat�egorie des
ensembles, caract�erise le produit cart�esien des deux ensembles A et B de
mani�ere unique (�a un isomorphisme pr�es). Dans la situation ci-dessus, le
triplet (P;pA;pB) est appel�e produit de A et B et not�e A� B.

Observons la propri�et�e duale.

�Etant donn�e deux objets A et B de E

il existe un objet P 2 E et deux �eches pA, pB comme ci-dessous

tels que pour tout autre objet Q 2 E muni de deux �eches qA, qB
comme ci-dessous

il existe une unique �eche q telle que q Æ pA = qA et q Æ pB = qB.
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Un tel triplet (P; pA; pB) est appel�e somme de A et B et not�e AqB. Dans
le cas de la cat�egorie des ensembles, il est banal d'observer que si A et B
sont deux ensembles disjoints, A q B n'est autre que leur r�eunion. Plus
g�en�eralement, la somme de deux ensembles A et B est leur union disjointe.
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Les notions ci-dessus peuvent prendre des formes vari�ees dans les cat�egories
les plus usuelles.

I Dans la cat�egorie des ensembles, ou celle des espaces topologiques,
A� B est le produit cart�esien et A qB est l'union disjointe.

I Dans la cat�egorie des groupes, A�B est le produit cart�esien et AqB

est le produit libre.

I Dans la cat�egorie des groupes ab�eliens ou des modules sur un anneau,
A�B et AqB sont tous deux le produit cart�esien, c'est-�a-dire encore
la somme directe.

I Dans la cat�egorie des anneaux unitaires commutatifs, A � B est le
produit cart�esien et A qB est le produit tensoriel A 
ZB.

Le troisi�eme axiome que nous allons consid�erer est un cas particulier du
sch�ema de compr�ehension. Rappelons que le sch�ema de compr�ehension
exige qu'�etant donn�e une formule '(x) de la th�eorie des ensembles et un
ensemble A, les �el�ements a 2 A qui satisfont ' constituent encore un en-
semble. Notre cas particulier sera celui o�u l'on consid�ere deux applications
f;g:A q
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B et o�u la formule ' en cause est simplement f(x) = g(x).
(Nous �evoquerons plus loin le sch�ema de compr�ehension dans sa forme
g�en�erale.)

Description catégorique :

�Etant donn�e deux �eches f;g : A qqq
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il existe un objet K 2 E et une �eche k telle que f Æ k = g Æ k

et telle en outre que pour tout objet L 2 E et toute �eche l telle

que f Æ l = g Æ l
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Dans le cas des ensembles et applications, il est banal d'observer que cette
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propri�et�e caract�erise bien (�a un isomorphisme pr�es) l'ensemble

K = fa 2 A j f(a) = g(a)g

avec pour k l'inclusion canonique. Dans la propri�et�e ci-dessus, le couple
(K;k) est appel�e �egalisateur de f et g et not�e Ker(f;g).

Observons la propri�et�e duale :

�Etant donn�e deux �eches f;g:B qqq
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A de E

il existe un objet K 2 E et une �eche k telle que k Æ f = k Æ g

et telle en outre que pour tout objet L 2 E et toute �eche l telle

que l Æ f = l Æ g

il existe une unique �eche m telle que m Æ k = l.
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Dans le cas des ensembles et applications, on v�eri�e que (K;k) est cette
fois le quotient de l'ensemble A par la relation d'�equivalence engendr�ee
par les couples

�
f(b);g(b)

�
, pour tout �el�ement b 2 B. Un couple tel que

(K;k) ci-dessus est appel�e co�egalisateur de f et g et not�e Coker(f;g).

L'unit�e de la factorisation m dans les consid�erations pr�ec�edentes implique
aussitôt que tout �egalisateur est un monomorphisme. Par dualit�e, tout
co�egalisateur est un �epimorphisme.

Citons �a nouveau quelques exemples.

I Dans la cat�egorie des espaces topologiques et applications continues,
l'�egalisateur et le co�egalisateur de deux �eches se calculent commedans
les ensembles et sont respectivement munis de la topologie induite ou
de la topologie quotient.

I Dans le cas d'une structure alg�ebrique (groupe, anneau, etc.) l'�egalisa-
teur se calcule comme dans les ensembles et est muni des lois induites.
Le co�egalisateur est par contre le quotient par la congruence alg�ebrique
engendr�ee par les couples

�
f(b);g(b)

�
.
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I Dans la cat�egorie des espaces de Banach et applications lin�eaires conti-
nues, l'�egalisateur ensembliste de deux �eches, muni de la structure
induite, est un sous-espace ferm�e, donc un sous-espace de Banach. Et
tout sous-espace de Banach peut être pr�esent�e comme le noyau d'un
morphisme d'espaces de Banach, donc l'�egalisateur d'une �eche et de
la �eche nulle. La notion de sous-espace qui apparâ�t dans la propri�et�e

de Hahn-Banach n'est donc rien d'autre que la notion d'�egalisateur.

Le quatri�eme axiome de la th�eorie des ensembles que je veux �evoquer est
l'axiome des parties. Il faut d'abord donner une d�e�nition cat�egorique de
la notion de partie d'un objet, que l'on appelle plus commun�ement sous-
objet.

On pourrait être tent�e de dire qu'un sous-objet de l'objet A est un mono-
morphisme s:S qqq
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qqqqqqq A, puisque dans la cat�egorie des ensembles, les mono-
morphismes sont les injections. �A de nombreuses �ns, une injection est en
e�et tout aussi bonne qu'un sous-ensemble. Mais certainement pas pour
d�e�nir l'ensemble des parties de A. En e�et, il y a beaucoup plus d'in-
jections �a valeurs dans A que de sous-ensembles de l'ensemble A ; pensez
|par exemple| �a toutes les permutations de A. Mais il est par contre
�evident que toute injection s:S qq
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A est isomorphe �a un et un seul sous-
ensemble de A, �a savoir, son image s(S) � A. Nous d�e�nirons donc

Dans une cat�egorie E , deux monomorphismes s et t de but A sont

�equivalents lorsqu'il existe un isomorphisme f tel que t Æ f = s.

Un sous-objet de A est une classe d'�equivalence de monomor-

phismes de but A, pour la relation ci-dessus.
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Dans la cat�egorie des ensembles, les sous-objets de l'ensembleA se trouvent
donc bien en bijection avec les sous-ensembles de A.
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Voici alors la formulation cat�egorique de l'axiome des parties :

Soit E une cat�egorie admettant des produits.

Pour tout objet B de la cat�egorie E

il existe un objet P(B) 2 E induisant,

pour tout objet A 2 E , une bijection naturelle entre

I les sous-objets de A� B ;

I les �eches A qqq
qqq

qqq
qqq

qqq
qqq

qqqqqq
qqqqqqqq

qqqq P(B).

(Le caract�ere hh naturel ii n'est autre que le fait que ces constructions sur
les objets s'�etendent aux �eches f :A qqq

qqq
qqq
qqq
qqq
qqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqq A0 d'une mani�ere compatible.)
Pour comprendre la port�ee de cet axiome, rappelons-nous simplement que
dans le cas ensembliste, il existe trivialement des bijections naturelles entre

I les sous-ensembles de A�B ;

I les relations de A vers B ;

I les applications de A vers P(B).

Dans la cat�egorie des ensembles il est facile d'observer que, �a un isomor-
phisme pr�es, l'ensemble P(B) des parties de B est bien le seul �a avoir cette
propri�et�e. �A nouveau, cette propri�et�e le caract�erise.

Nous disposons ainsi de tous les ingr�edients n�ecessaires pour d�e�nir un
topos :

Un topos est une cat�egorie E qui satisfait les axiomes suivants :

(a) il existe un objet �nal 1 ;

(b) le produit A �B de deux objets quelconques A, B existe ;

(c) l'�egalisateur de deux �eches quelconques f;g:A q
qqq

qqq
qqq
qqq

qqq
q
q

qqqqqqqqq
qqqqq

qqq
q

qq
qq

qqq
qqq
q
qqq

qq
qq

qqqqqq
qqqqqq

qqqqqq

B existe ;

(d) l'objet P(B) des sous-objets d'un objet quelconque B existe.

Sous leur apparente simplicit�e, ces axiomes cachent des propri�et�es extrê-
mement puissantes. Par exemple un topos admet un objet initial,
des sommes et des co�egalisateurs, donc satisfait les propri�et�es duales des
axiomes (a), (b), (c) ci-dessus.
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Mais les quatre axiomes ci-dessus, auxquels se superposent les axiomes de
cat�egorie, ne l'oublions pas, impliquent bien davantage. Jugez plutôt.

Les topos sont exactements les cat�egories de mod�eles des th�eories

intuitionistes des ensembles.

Donc dans le cas de la th�eorie intuitioniste des ensembles, nous avons pu
boucler le programme �evoqu�e plus haut. Nous avons pris comme notions
primitives des objets et des �eches et nous leur avons impos�e de constituer
une cat�egorie E satisfaisant les quatre axiomes ci-dessus. Un ensemble
intuitioniste, c'est maintenant un objet du topos E .

Le th�eor�eme ci-dessus est �evidemment profond. Il sous-entend en particu-
lier que l'on peut donner un sens, dans un topos, �a tous les termes et toutes
les formules de la th�eorie des ensembles, donc notamment l'�egalit�e, l'ap-
partenance, les connecteurs logiques, les quanti�cateurs, etc. Ces notions
une fois introduites, elles satisfont toutes les r�egles du calcul proposition-
nel et du calcul des pr�edicats intuitionistes, ainsi que tous les axiomes de
la th�eorie intuitioniste des ensembles : axiome d'extensionalit�e, de rem-
placement, d'union, le sch�ema de compr�ehension dans sa forme g�en�erale,
etc.

On peut bien sûr ajouter davantage d'axiomes �a la notion de topos, dont
le plus naturel est certainement l'axiome de l'in�ni :

Il existe un objet A qui soit isomorphe �a la somme Aq 1,
o�u 1 est l'objet �nal.

On peut aussi ajouter des axiomes qui nous �ecartent des th�eories intuitio-
nistes des ensembles, comme par exemple l'axiome du choix :

Tout �epimorphisme admet une section.

Mais ce n'est pas ici notre propos : revenons �a la dualit�e.

Nous venons de voir qu'il est �equivalent de d�e�nir une th�eorie intuitioniste
des ensembles comme la donn�ee d'un topos : un ensemble intuitioniste de
cette th�eorie est alors un objet de ce topos. Il existe donc une th�eorie duale
de cette th�eorie des ensembles intuitionistes, une th�eorie dont la cat�egorie
des mod�eles est la cat�egorie duale du topos consid�er�e. Que peut-on dire
de la duale d'une th�eorie des ensembles?
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En th�eorie classique des ensembles, on sait que

La duale de la cat�egorie des ensembles et applications est la cat�egorie

des alg�ebres de Boole atomiques compl�etes et des morphismes d'al-

g�ebres de Boole pr�eservant les suprema et in�ma quelconques.

La correspondance associe �a chaque ensemble son alg�ebre de Boole de par-
ties et �a chaque application, l'image r�eciproque le long de cette application.
Cela montre donc qu'en th�eorie des ensembles classiques, la notion duale
d'ensemble est celle d'alg�ebre de Boole atomique compl�ete. Tout th�eor�eme
P de l'une de ces th�eories fournit donc automatiquement un th�eor�eme dual
P � de l'autre th�eorie : il n'y a ni plus ni moins dans une th�eorie que dans
l'autre.

Mais plus g�en�eralement qu'en est-il pour les topos, qui sont les cat�egories
de mod�eles des th�eories d'ensembles intuitionistes ? Toujours en th�eorie
classique des ensembles, les topos les plus populaires sont les topos de

pr�efaisceaux ou de faisceaux. Un pr�efaisceau est une famille d'ensembles
reli�es par divers op�erateurs : par exemple un ensemble simplicial, qui est
une famille (Xn)n2Nd'ensembles reli�es par des op�erateurs face et des
op�erateurs bord. Une th�eorie de faisceaux ajoute aux axiomes de pr�e-
faisceaux des op�erations de hh recollement ii pour une topologie, au sens
usuel ou au sens plus g�en�eral de topologie de Grothendieck. Chaque tel
topos de pr�efaisceaux ou de faisceaux correspond �a une th�eorie intuitio-
niste des ensembles : que peut-on dire de la th�eorie duale ? On est loin
aujourd'hui de connâ�tre avec pr�ecision toutes ces th�eories duales, mais en
tout cas ce sont toutes des th�eories de Mal'cev.

Je vous rappelle |ou je vous apprends| qu'une op�eration alg�ebrique de
Mal'cev est une op�eration ternaire p(x;y;z) satisfaisant les deux axiomes

p(x;x;z) = z; p(x;z;z) = x:

Une th�eorie alg�ebrique est de Mal'cev lorsqu'elle poss�ede au moins une
op�eration de Mal'cev. C'est le cas de toute th�eorie alg�ebrique contenant
une op�eration de groupe : il suÆt de poser

p(x;y;z) = x� y + z:

C'est le cas aussi de la th�eorie des alg�ebres de Boole, en posant

p(x;y;z) = x4 y4 z
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o�u 4 est la di��erence sym�etrique. Plus g�en�eralement c'est le cas de la
th�eorie des alg�ebres de Heyting, en posant

p(x;y;z) =
�
(x) y)) z

�
^
�
(z ) y) ) x

�
:

Etc.

Comme ci-avant, pour pouvoir consid�erer cette propri�et�e dans nos r�e-
exions sur la dualit�e des th�eories, nous souhaitons exprimer de mani�ere
cat�egorique le fait qu'une th�eorie soit de Mal'cev. Cela se fait ais�ement via
le th�eor�eme suivant.

Une th�eorie alg�ebrique est de Mal'cev

si et seulement si

dans la cat�egorie des mod�eles correspondante,

toute relation r�eexive est une relation d'�equivalence.

Avant toute chose, convainquons-nous que dans la cat�egorie des groupes,
toute relation r�eexive est une relation d'�equivalence. On consid�ere donc
un groupe G et un sous-groupe R � G�G qui se trouve être une relation
r�eexive sur G. Il faut prouver que R est une relation d'�equivalence. Tout
d'abord si (x;y) 2 R, alors (�x;� y) 2 R et par simple addition

(x;x) 2 R et (�x;� y) 2 R et (y;y) 2 R ) (y;x) 2 R:

De même si (x;y) 2 R et (y;z) 2 R, �a nouveau par simple addition

(x;y) 2 R et (�y; � y) 2 R et (y;z) 2 R ) (x;z) 2 R:

Dans une cat�egorie C poss�edant des produits �nis, une relation sur un ob-
jet A 2 C est un monomorphisme r:R qq
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qqq

qqq
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qqqqqq
qqqqqq

qqqqqq

q
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qqq
qqq
qqq
qqq
q
q

qq
qqqq
qqqqqqqqq

qqq A� A. Cela induit, pour tout
autre objet X 2 C, une relation ensembliste RX au sens usuel sur l'en-
semble C(X;A) des �eches de X vers A dans C. Deux �eches f;g:X qqq

qqq
qqqq
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qq

qqqq
qqqq
qqqqqqq

qqq

qqq
qqq
qqq

qqq
qqq
qqq

qq
qqqqqq

qqq
qqq
qqqq

A

induisent une unique factorisation h : X ! A � A �a travers le produit et
nous dirons que (f;g) 2 RX lorsque h elle-même se factorise �a travers r.
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La relation R sur l'objet A est dite r�eexive, sym�etrique, antisym�etrique,
transitive, d'ordre, d'�equivalence, etc., s'il en est ainsi de chacune des
relations ensemblistes RX . Il s'agit donc bien de propri�et�es exprim�ees en
termes de �eches de la cat�egorie.

On dira d�es lors que

Une cat�egorie poss�edant des produits est de Mal'cev
lorsque toute relation r�eexive y est une relation d'�equivalence.

Un th�eor�eme important est alors que

Le dual d'un topos est une cat�egorie de Mal'cev.

En d'autres termes, la th�eorie duale d'une th�eorie d'ensembles intuitio-
nistes est toujours une th�eorie de Mal'cev.

J'en viens maintenant �a l'autre exemple �evoqu�e plus haut : les cat�egories
ab�eliennes, qui axiomatisent les contextes dans lesquels on peut d�evelopper
une th�eorie eÆcace des suites exactes et �a partir de l�a, des th�eories d'ho-
mologie ou de cohomologie. Les exemples de base sont les groupes ab�eliens,
les modules sur un anneau, les modules gradu�es, les modules gradu�es
di��erentiels, les pr�efaisceaux ou faisceaux de modules, etc.

Rappelons tout d'abord que dans la cat�egorie des groupes ab�eliens, comme
dans toute cat�egorie de modules, le groupe nul, le module nul, est �a la fois
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objet initial et �nal.

1 = (0) = 0:

Donc �etant donn�e deux objets A et B quelconques, on dispose d'une unique
�eche de A vers 1 et d'une unique �eche de 0 vers B :

1 = 0

�
�
�
�
�
�
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Le compos�e de ces deux �eches est appel�e la �eche nulle de A vers B. Pour
toute �eche f :A qqq

qqq
qqq
qqq
qqq
qqq

qqqqqqqqq
qqqqq

qqqq B, le noyauKer f de cette �eche est alors l'�egalisateur
Ker(f;0) de f et de la �eche nulle, et dualement le conoyau Coker f de f
est le co�egalisateur de f et de la �eche nulle.

La notion de cat�egorie ab�elienne se d�ecrit alors tr�es simplement.

Une cat�egorie C est ab�elienne lorsque

(a) il existe un objet initial,

il existe un objet �nal,

et ces deux objets sont isomorphes ;

(b) le produit de deux objets existe,

la somme de deux objets existe ;

(c) toute �eche admet un noyau,

toute �eche admet un conoyau ;

(d) tout monomorphisme est un noyau,

tout �epimorphisme est un conoyau.

Observons bien toute la force du dernier axiome. Par exemple la cat�egorie
des groupes satisfait les trois premiers axiomes, mais pas le dernier. En ef-
fet, le noyau d'un homomorphisme de groupes est toujours un sous-groupe
normal . . . et il existe des sous-groupes |donc des monomorphismes|
qui ne sont pas normaux.
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Les cat�egories ab�eliennes ont de nombreuses propri�et�es, commepar exemple :

I le produit A �B de deux objets est isomorphe �a leur somme AqB ;
I l'ensemble C(A;B) des �eches entre deux objets est naturellementmuni

d'une structure de groupe ab�elien ;
I toute �eche poss�ede une image, c'est-�a-dire une factorisation

A qqq
qqq

qqq
q
qqq
qqq
qq

qqqqqqqqq
qqqqqqqq

q

f
B

@
@
@
@
@
@qq

qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq

qqqqqqqqqqqqqqqqqq

qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq

qqqqqqqqqqqqqqqqqq

�
�
�
�
�
�

qqqqqqqqqqqqqqqqqq qqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqq q
qqqqqqqqqqqq
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Imf

en un �epimorphisme suivi d'un monomorphisme;
I ceci permet de d�e�nir une suite exacte

A
f

q
qqq
qq
qqq
qqq

qqq
qqq

qqqq
qqqqqqqqqqqqqq B

g
q
qqq
qq
qqq

qqq
qqq
qqq

qqqq
qqqqqqqqqqqqqq C

par le fait que Imf = Ker g ;
I tous les lemmes classiques sur les suites exactes sont valides : lemme

des 5, lemme des 9, lemme du serpent, etc.

Mais �a nouveau ce n'est pas l�a notre objet ici : parlons de dualit�e.

L'observation fondamentale �a ce propos est la suivante :

Le dual de toute cat�egorie ab�elienne est encore une cat�egorie ab�e-

lienne.

La preuve est imm�ediate : il suÆt d'observer que chacun des quatre axiomes
de cat�egorie ab�elienne est son propre dual. Notons bien la di��erence es-
sentielle avec la th�eorie des topos.

Une th�eorie des ensembles n'est jamais une th�eorie de Mal'cev, car une
relation r�eexive sur un ensemble n'est g�en�eralement pas une relation
d'�equivalence. Dualiser un topos, dualiser la cat�egorie des mod�eles d'une
th�eorie intuitioniste, nous projette hors du monde des ensembles, nous
projette dans l'univers beaucoup plus alg�ebrique des th�eories de Mal'cev,
dont les ensembles ne font pas partie.

Mais dualiser une cat�egorie ab�elienne nous fait simplement voyager �a l'in-
t�erieur du monde des cat�egories ab�eliennes. Le dual d'une th�eorie ab�elienne
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est une autre th�eorie ab�elienne. Et l�a aussi, on a pu calculer les th�eories
duales de certaines th�eories ab�eliennes.

Par exemple, la cat�egorie des groupes ab�eliens �nis est ab�elienne. Et il est
remarquable d'observer que

La cat�egorie des groupes ab�eliens �nis

est sa propre cat�egorie duale.

En notant U le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1,
cette dualit�e met un groupe A en correspondance avec son groupe de ca-
ract�eres, c'est-�a-dire le groupe Hom(A;U ) des homomorphismes de groupes
de A vers U .

L'exemple pr�ec�edent peut s'�etendre �a la cat�egorie des groupes ab�eliens
toute enti�ere : c'est la dualit�e de Pontryagin.

La duale de la cat�egorie des groupes ab�eliens

est la cat�egorie des groupes ab�eliens compacts.

Comme pr�ec�edemment, on envoye le groupe ab�elien A sur son groupe de
caract�eres Hom(A;U ) qui est un sous-groupe ferm�e, donc compact, du pro-
duit topologique UA, avec U compact. La cat�egorie des groupes ab�eliens
compacts est donc en particulier une cat�egorie ab�elienne.

Outre ces deux exemples des topos et des cat�egories ab�eliennes, il y a
beaucoup d'autres situations o�u la duale d'une th�eorie math�ematique a �et�e
largement �etudi�ee. Pour terminer je citerai, sans entrer dans les d�etails,

I la dualit�e de Stone, qui d�etermine la th�eorie duale de celle des alg�ebres
de Boole : il s'agit de la th�eorie des espaces topologiques compacts,
s�epar�es, totalement discontinus (c'est-�a-dire, poss�edant une base d'ou-
verts ferm�es) ; �a une alg�ebre de Boole correspond son spectre d'ultra-
�ltres ;

I la dualit�e de Gelfand, qui d�etermine la th�eorie duale de celle des C � -
alg�ebres commutatives : il s'agit de la th�eorie des espaces compacts de
Hausdor� ; �a une C � -alg�ebre correspond son spectre d'id�eaux premiers
ferm�es.
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commutative algebra, Varenna, 1971, Edizioni Cremonese, p. 249{
326, 1973.

Ces travaux contenaient notamment une preuve cat�egorique de l'ind�epen-
dance de l'hypoth�ese du continu. La d�e�nition de topos, tout en res-
tant toujours �equivalente �a elle-même, a connu par la suite divers raÆ-
nements int�eressants, jusqu'�a atteindre la simplicit�e qu'on lui trouve dans
les pr�esentes notes.

Le premier livre sur les topos fut celui de Peter Johnstone :

P. Johnstone. Topos theory. Academic Press, 1977.

Deux livres plus r�ecents m�eritent d'être signal�es. Le premier accorde une
attention toute sp�eciale aux applications de la th�eorie des topos en topo-
logie :

S. Mac Lane and I. Moerdijk. Sheaves in geometry and logic : a
�rst introduction to topos theory, Springer, 1992.

Le second livre pr�esente en particulier une preuve compl�ete du fait que les
topos sont exactement les cat�egories de mod�eles des th�eories intuitionistes
des ensembles :

F. Borceux. Handbook of categorical algebra III : categories of
sheaves. Cambridge University Press, 1994.
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Au moment o�u cet article est envoy�e �a l'impression, Peter Johnstone an-
nonce la publication d'un nouvel ouvrage colossal sur la th�eorie des topos :

P. Johnstone. Sketches of an elephant : a topos theory compendium
(3 volumes). Oxford Science Publication, 2002.

Les deux premiers volumes devraient être disponibles �n 2002.

Pour ce qui est des th�eories alg�ebriques de Mal'cev, l'article original les
introduisant est

A.I. Mal'cev. On the general theory of algebraic systems. Mat.
Sbornik N.S., Vol. 35, p. 3{20, 1954.

mais la r�ef�erence classique est d�esormais devenue

J.D.H. Smith. Mal'cev varieties. Volume 554 of Lecture Notes in
Mathematics, 1976.

La meilleure introduction aux aspects cat�egoriques des th�eories de Mal'cev
est probablement

A. Carboni, G.M. Kelly and M.C. Pedicchio. Some remarks on
Mal'cev and Goursat categories. Applied categorical structures,
Vol. 1, p. 135{161, 1993.

Cet article contient en particulier une d�emonstration du fait que le dual
d'un topos est une cat�egorie de Mal'cev.

Il reste �a citer des r�ef�erences pour les divers exemples de dualit�es �evoqu�es
dans ce texte. Je ne chercherai pas ici �a retourner �a la gen�ese de ces
r�esultats et me contenterai de r�ef�erences ais�ement accessibles. Le livre
r�ecent

F. Borceux and G. Janelidze. Galois theories. Cambridge Univer-
sity press, 2001.

contient en particulier une pr�esentation classique de la dualit�e de Stone et
de ses applications dans les th�eories de Galois. Tous les th�eor�emes de dua-
lit�e mentionn�es dans le pr�esent travail |Pontryagin, Stone, Gelfand, . . .
et pas mal d'autres qui n'ont même pas �et�e �evoqu�es| sont d�evelopp�es
dans le livre

P. Johnstone. Stone spaces. Cambridge University Press, 1982.
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Et je ne r�esiste pas �a l'envie de clore cet expos�e en vous signalant un livre
remarquable que vient de publier mon mâ�tre Ren�e Lavendhomme:

R. Lavendhomme. Lieux du sujet : psychanalyse et math�ematique.
Seuil, 2001

La troisi�eme partie, intitul�ee Cat�egories et topos, donnera �a ceux qui le
souhaitent une introduction hh grand public ii �a divers th�emes qui ont �et�e
d�evelopp�es ci-avant.
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